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Kapitel 0

Einfuhrung

Vor der Einfithrung machte Prof. Jiinger eine ganz kurze informelle Vorstellung der kom-
binatorischen Optimierung, bei der er uns bat nicht mit zuschreiben. Dieser Teil ist deshalb
hier nicht wieder gegeben.

0.1 Matrizen Exkurs

Auf Bitten von Kommilitonen machte Prof. Jiinger einen kleinen Exkurs in die Matrizen—

Schreibweise, die er verwendet.

Ax=b AcR™" becR"
aiy ... dip bl

A= (a;j) = : : b=

aAml .- Amn bm

Matrizen-Multiplikation:
Ac Rmxk Bc kan. C € Rmxn

A - B = C lduft dann folgendermalen:

k
Cij = Z ajp*bp; Vi fiir allei Zeilen
p=1

Gleichungssysteme:
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X1
.. X2 .
Ax = b dabei ist x = ) € R" anders geschrieben:
Xn
ar an din by
X1+ x)+...+ Xp =
am1 am2 Amn b

Form mit transponierten Vektoren:
ceR" yeR"

yTA — CT
y1(ally'-~7a1n)+y2(0217~-'7a2n)7+'-~+Ym(am17~--aamn) = (Cl,...Cn>

Multiplikation von Vektoren:
a, beR"

by
n
ab:Zaibi:(al,...,an) :
=1
l bn
Eigentlich miisste man a’ b schreiben, da « ja ein transponierter Vektor ist. Mathematiker

vergessen so etwas aber schon mal gerne, das es ja ohnehin klar ist...

0.2 Allgemeine Formulierungen von Optimierungsproble-

men

0.2.1 Generisches Optimierungsproblem

Gegeben: A € RP*" BeRPX" C e R, D e RIS
aceR", beR’ ceRP deR?
(LP) maxal x+ bTy
Ax+By=c
Cx+Dy<d
x>0



0.3. EINFUHRUNG IN DIE LINEARE OPTIMIERUNG 3

Dies ist die allgemeine Formulierung eines (linearen) generischen Optimierungsproblems.

Fiir ein ganzzahliges Optimierungsproblem (IP) gilt zusétzlich zum LP noch:

xeZll,yeZ’

Ein gemischt ganzzahliges Optimierungsproblem liegt vor wenn nur Teile der Vektoren x
und y integral (ganzzahlig) sind.

0.2.2 Kombinatorisches Optimierungsproblem

Gegeben: E eine endliche Grundmenge
y € 2F yist eine zulissige Teilmenge von E
c¢: E — R (z.b. Zuweisung von Entfernungen zu den Kanten)

Fir F CE: ¢(F) = Z c(e)
ecl
Gesucht: I* € ymitc(I*) 2 c(I), furalle/ €y
<

oder:  I*e€ymitc(I*) <c(I), firallel €y

Kleine Aufwirmaufgabe

Fir A € R™" b e R™ gilt:
(3x € R") Ax = b (Gleichungssystem ist 16sbar)

genau dann wenn:
By eR™ yTA=0, yTb=—1

Hiernach erklirte Prof. Jiinger noch kurz und informell die Triangulation fiir Input-/Outputmodelle.
In der Néchsten Stunde wurden zunéchst Reihenfolgeprobleme mit einigen Beispielen im
Graphenzeichnen und in der Flugplanung veranschaulicht.

0.3 Einfithrung in die lineare Optimierung

Es folgt ein Beispiel aus der Olraffinierung: Beim Prozess des so genannten ,,Crackens*
wird Rohdl in drei Produkte aufgespalten: Schweres Ol (S), mittelschweres Ol (M) und
leichtes Ol (L). Nun gibt es zwei verschiedene Crack-Prozesse die zu einer unterschiedli-
chen Aufteilung der Endprodukte fiihren.
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2ME S
Prozess 1: 10 ME (= Mengeneinheiten) Rohol ergibt — 2 ME M ; Kosten 3 GE
I MEL

1 MES
Prozess 1: 10 ME (= Mengeneinheiten) Rohdl ergibt — 2 ME M » Kosten 5 GE
4 ME L

Die Firma hat Lieferverpflichtungen, deswegen muss sie mindestens 3 ME S, 5 ME M
und 4 ME L produzieren.

Variablen: xj, Produktionsniveau von Crackprozess 1
x2, Produktionsniveau von Crackprozess 2
x1 20,020
z.B. x; = 1,5L < 15 ME Rohdl fiir Prozess 1

Damit erhalten wir das folgende lineare Optimierungsproblem:

min 3x; 4+ 5xp (Zielfunktion)

S.t. (1) 2x1+x 23
(2) 2x14+2x2 25
(3) x1+4x; =24 Restriktionen
4) x120
(5)

5) x=20

[9S)

Jeder Vektor ( i ) € R2, der (1), (2)...., (5) erfiillt heiBit zuldssige Losung.

1
2
Graphische Darstellung (gerade keine Lust auf xfig, das bekommt ihr ja wohl selber hin :)

Aus der n.v. Grafik kann man ganz einfach die optimale Losung erkennen: x* = ( 025 ) ,Wert =

8,5.

Nédhme man nun aber eine beliebige Zielfunktion ax; 4 bx, sowie a < 0 und definiere eine

(n) (n)

Folge von Punkten x() = g mit n > 4. Weiterhin gilt: ax; ’ +bx, * = na. Da a negativ

ist ist der Wert der Zielfunktion offensichtlich nicht nach unten beschriankt.
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0.3.1 Losungen fiir Lineare Probleme
Simpler Losungsalgorithmus fiir ein LP

Zunichst stellen wir eine Vermutung an. Wenn eine Optimallosung existiert, so existiert
eine die im Durchschnitt von n Hyperebenen liegt (wird spiter bewiesen). Eine Hyper-
ebene ist ein (n-1)-dimensionaler Unterraum also im R? eine Gerade im R> eine Ebene,

u.S.w.

Davon ausgehend konstruieren wie eine einfache Losungsmethode. Man schreibe (1), (2),
..., (5) als Gleichungen und 16se alle (g) = 10 Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen. Von

allen Losungen, die zuldssig sind, ist die mit dem kleinsten Zielfunktionswert optimal.

Aufwand: Benotigen (Zl) Aufrufe des Gleichungssytemlosers mit n Variablen und n Glei-

chungen. — Viel zu langsam in der Praxis.

Idee des Simplexalgorithmus

Der Simplexalgorithmus geht folgendermal3en vor:

(a) Finde eine erste Losung wie im simplen Algorithmus.

(b) Gehe durch Austausch je einer Hyperebene zu einer benachbarten Losung deren Ziel-
funktionswertes nicht schlechter ist. (c) Wiederhole (b) bis Optimalitit festgestellt ist. (—

via Dualititstheorie, die spéter noch behandelt wird).

Bestimmung von Schranken

o 5
Wir zeigen nun, dass x* = ( os

Beobachtung 1: Die Losungsmenge einer Ungleichung ist invariant unter Skalierung mit

) optimal ist:
positiven Skalaren, z.B. (1):

{x]2x1 +x2 = 3} = {x]4x; +2x, = 6}

Negative Faktoren kehren die Ungleichung um.

Beobachtung 2: Erfiillt ein Vektor zwei gleich gerichtete (beide ,,<* oder beide ,,=*) so
auch die Summe der beiden Ungleichungen. z.B. (1) + (3):

(1) 2x14+x = 3

(3) x1+4x, = 4
3x1+5x = 7
——

ZF
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Nun koénnen wir behaupten, dass wir mindestens 7 GE ausgeben miissen. — Jeder Vektor
der (1)...(5) erfiillt hat einen ZF-Wert von wenigstens 7. Also ist 7 eine untere Schranke

fur das Minimum. Nun versuchen wir eine bessere Schranke zu finden:

(1) 2x14+x; 3
(2) 2x1 + 2x7

4x1 4+ 3x;

VIV IV

In dieser Ungleichung ist der Koeffizient fiir x; = 4 und ist damit groBer als der Koeffizi-
ent in der Zielfunktion. Damit ist dies Ungleichung nicht zum Abschitzen einer unteren
Schranke geeignet. Also ein erneuter Versuch indem wir (2) mit 1,5 multiplizieren. Damit
erhalten wir:

3x1 +3x z 7,5

Dualitit

Zwar haben wir nun eine bessere untere Schranke aber dieser Probier-Ansatz ist etwas
unbefriedigend. Darum nun ein systematischer Ansatz zum Finden der Faktoren fiir die
Gleichungen um eine Schranke zu finden. Da die Nichtnegativ-Bedingungen in diesem
Fall irrelevant sind suchen wir fiir unser Problem drei Multiplikatoren (yy, y», y3) fiir die
Gleichungen (1) (2) (3).

max 3y; + 5y> +4y3 — Die Rechte Seite (Schranke) maximieren)
st 2y14+2y2+y3 =

oyt z } Damit die ZF-Koeffizienten nicht iiberschritten werden
Y1 Y2 Y3 =

Damit haben wir nun das entsprechende duale Optimierungsproblem. Nach dessen Kon-
struktion liefert der Zielfunktionswert jeder zulédssigen Losung des dualen Problems eine

untere Schranke fiir den Zielfunktionswert des primalen Problems. Wir betrachten:

i 0
_ _| 7
Y=1%|=1s
% 3
dies entspricht:
1.2 B4y =2 2
2 . 4 16 16
5-3): gxiteExn =2 ¢
3x1 +5x z 8,5



0.3. EINFUHRUNG IN DIE LINEARE OPTIMIERUNG 7

Schwacher Dualititssatz Es seien c € R”, b € R™, A € R™*" fiir die Optimierungsauf-
gaben:

(P) min{c’x|Ax = b, x > 0}

d.h. bestimme x* € R mit Ax* > b, x* = 0 und ¢’ x* so klein wie moglich.
(D) max{y’b[yTA <7,y >0}

d.h. bestimme y* € R™ mit g*7A < T, y* > 0 und y* b so groB wie moglich.

so gilt folgendes: Seien xg € R”, yg € R™ Punkte mit Axg = b, xo = 0 und ygA <clyo20
dann gilt yJ b < ¢T'xg
Beweis:

Yob < 36 (Axo) = (vhA)xo = 'xp ged.

Der starke Dualititssatz (spiter) besagt y*7 b = ¢! x* fiir Optimallosung x* von (P) und y*

von (D).

Okonomische Interpretation des Dualen Programms

Ein Manager der Olraffinerie wiirde sich nun die Frage stellen, ob es sinnvoll L, M uns
S selbst herzustellen, oder ob man es auf dem Markt kaufen sollte b.z.w. bei welchen
Marktpreis eine Produktion nicht mehr lohnt. In diesem Fall driickt y; den Preis in GE fiir
S aus, y, fiir M, y3 fiir L. Der Marktpreis fiir die bendtigten Mengen betrigt somit:

3y1+5ys+4y; GE
der Ausstof} von Crackprozess 1 hat den Marktpreis:
2y1+2y,+3y3 GE >3 — Produktion Lohnt
der Ausstof} von Crackprozess 2 hat den Marktpreis:
y1+2y,+4y3 GE>5 — Produktion Lohnt

y; werden auch als Schattenpreise bezeichnet. In unserem Beispiel betragen sie:

[\ BN
[\

($): =0 M):yy3=5 (L):y3=3

Hier ist zu erkennen dass S praktisch ,,wertlos* fiir die Firma ist. In der tat ist es in der
Optimallosung im Uberfluss vorhanden (also mehr als die Lieferverpflichtungen der Fir-
ma verlangen. D.h. man wiirde das Ol zunichst zu jedem Preis verkaufen (solange man

die insgesamte Produktionsmenge dadurch nicht erhéhen muss).
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0.3.2 Formen von Linearen Problemen

Kanonische Form eines LPs

Die Kanonische Form eines LPs lautet:

T

max ¢’ x
Ax < b
X = 0

Transformationen von anderen Standardformen in die kanonische Form:

1) maxaly maxa’ x
m=do = ()= ()
-B —d
y 20 x 20
T
2) maxaly max( Z) x
{2
By < d AN B,—B)x < d
M
x =2 0
T
3) maxaly max( _Z) X
(1)
By = d \ (B_B>x§<d>
-B B = \

s
v
)

Als Hausaufgabe diirfen wir die Transformationen in die andere Richtung machen :), (bei
By = d geht es nicht).

Jedes LP kann also auch in die Form max{c? x|Ax < b} transformiert werden.

Farkas Lemma Wir suchen ein Analogon zur ,,Aufwirmaufgabe“:

AeR™" bheR"

(3x) Ax = b genau dann wenn (By) y'A =0, y'bh = —1 fiir Ungleichungsprobleme der
Form Ax < b
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Fourier-Motzkin Elimination Durch Multiplikation der Ungleichungen mit positiven
Skalaren und Umordnung erhalten wir:

x1+ (@)X < bf Vi e{1,2,3,..m'} alle mit pos. Faktor vor x;
(%) —x1+(@)Tx £ bfVie{m+1,..m"} alle mit neg. Faktor vor x;
(d)Tx < b Vie{m"+1,..m} hier war gar kein x; drin

wobei X' = (x2,x3,...X)
(ai)T ist die i-te Zeile von A ohne den ersten Eintrag
Die ersten beiden Zeilen von (*) sind dquivalent zu

/.T/__<.< . L {T/
max((@)'5 =bj) Sxi < min (b~ (a)'X)

d.h. das Orginalsystem A < b hat eine Losung genau dann wenn (in Zukunft g.d.w.) das

System:
(@)X —b; < bi—(d)Tx Vie{l,23,. .m'}
() Vie{m+1,.m"}
(COLES Vie{m+1,.m}

eine Losung hat (x; kann geeignet gewihlt werden).

Umformulierung von (*%*)

(@j+d)Tx < bi+b; Vie{l,2,3, . .m'}
(%) Vie{m+1,..m"}
(@)™ = b Vie{m+1,..m}

Schreibe (**%*) als A’x' < b/
Also (3x) Ax < b gdw. (I)AXY < b

Fazit: Wir haben die Variable x eliminiert und haben jetzt in (***) n — 1 Variablen und

m'(m” —m') +m —m"” Ungleichungen — weniger Variablen aber mehr Ungleichungen.

Diese Iteration liefert ein nicht polynomielles Verfahren zur Losung von Ungleichungs-

systemen.
Lemma 0.1 von Farkas fiir Ungleichungen

Seien A € R™*" p ¢ R™
(IXeRMNAx<b gdw. (FyecR") y>0,yTA=0,y"b<0

Beweis
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Ax £ b habe eine Losung x
Annahme: (3y > 0) yYA=0, y'b <0

y'b
vl Az
04

=0

v v

Mit 0 > 0 ergibt sich also ein Widerspruch. Also gilt die Hin-Richtung.

Ax < b habe keine Losung.

1) Induktionsverankerung: A € R™*! Nach Skalierung mit positiven Skalaren
¥ haben alle Ungleichungen die Form:

(1) x,<o; oder(2) —x, =P

Nicht Losbarkeit bedeutet also dass sich zwei Ungleichungen widersprechen.
O.b.d.A (=Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) widersprechen sich die 1-
te Form (1) und die (j)-te der Form (2). D.h. —B < x,;, £ o mit oo < — d.h.
o+B=v<0
Man wihle nun y; = —% >0 day<O0

yi = —% >0

0

U
=<
v

TA — _J _Y
YA = (...,0, 0,0, y,0,...)

=0
_ B
= v = 1<0

2=

l
T o
—_ =
)7 b g

2) Induktion: A € R™" n > 1
Ax < b hat keine Losung < A’x < b/ hat keine Losung
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3) Induktionsannahme (3y’ > 0) yTA" = 0
y/T b/ = 1
dh. (3y 20)yT[A'Y] = (0,...,0,—1)
1
i
Jede Zeile der Matrix [O, ALY ] ist Summe von nicht-negativ skalierten Zeilen
von [A, b]

= (0,...,0,—1) ist nicht-negative Linearkombination der Zeilen von [A, b]

n
dh. (Fy=0) y'A=0 y'b=-1

Korollar 0.2 Lemma von Farkas, 1894
Seien A € R™*" b e R™

(3xeR") x = 0 gdw. (ByeR™) yIA =2 0
Ax = b yib < 0
A b
Beweis: FiirA= | —A | (mit/= Einheitsmatrix)und b= | —p | gilt:
—7 0
(3x=0)Ax=b Konsggyiion (3x) Ax < b
Satz 0.1 (Le<nl_r>na fur Ungl.) (ﬂ)_/ z O) yTA — 0
y'b < 0
u u
y=1 v s Al v |20 WTATA—wT =0
w w
ulb—vIb < 0
y=u—v| & (#y) y'A =z 0
yvib < 0 qed
Farkas Lemma kann auch anders betrachtet werden:
Entweder (3x)Ax = b, x =2 0
oder (Iypyfa =2 0, y'b < 0

aber nicht beides. Dies kann man im R? auch graphisch darstellen in dem man die Matrix
A = (A},A; als Zusammensetzung aus zwei Vektoren A| und A, betrachten, die jeweils ei-
ne ,;halbe” Ebene beschreiben. y’ A 2 beschreibt dann den Schnitt aus diesen beiden ,,hal-
ben* Ebenen. yTb < 0 beschreibt wiederum eine ,,halbe* Ebene. Wenn jetzt nun Ax = b
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gelten soll so muss b sich als eine Linearkombination der Vektoren A und A; darstellen
lassen. Anschaulich bedeutet dass das b in der Zeichnung ,,zwischen* A1 und A, liegen
muss dann wiederum wird sich die Flichen die durch y'A > 0 und durch y’'b < 0 be-

schrieben werden niemals schneiden.

Leider habe ich an dieser Stelle nicht die Zeit die Zeichnungen zu malen. Freiwillige vor.

Korollar 0.3 Das System Ax < b habe wenigstens eine Losung. Dann erfiillt jede Losung
x von Ax < b die Ungleichung c"x < 8 genau dann, wenn ein y > 0 existiert, so dass
yTA=cT und yTb < 6.

Beweis:

= Fyzopyla=cl, yIb<d
fiir alle x € R" gilt:

Ax<b=>yTAx < yTb
= cI'x < y'b
= cIx £ 6
»= Annahme
(Fyzop'a =
yb<$
T A b T
= @20, 2200 07,0 47 ) =(9)
arKas A b
(Fares) (o (2 z > 0
u 0 1 u
8 ) <o
u
Fall 1 u = 0:
{ Az 2 0
=\ T
c'z < 0
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Sei x° Losung von Ax < b. Fiir r hinreichend grof gilt dann:

AX—rz) £ b
T —rz) > 8
X = x% — rzist Losung die ¢’ ¥ < § verletzt.
Fall 2 u> 0:
Es gilt Az+bu =0
= Az =2 —bu

aber ¢’z +8u <0
= clz < —8u
T(_z
= c ( y) > 90

Also liefert die Losung ¥ = — ﬁ den Widerspruch.

0.4 Dualititstheorem

Fiir das lineare Optimierungsproblem:
(P) {maxc!x|Ax < b}

bezeichnen wir:

* Jede Losung x von Ax < b als zulédssige Losung

» Jede zulissige Losung ¥ die ¢! x maximiert als Optimallosung.

Wir definieren das duale lineare Optimierungsproblem zu (P) als (D)
min{y"bly 20, yTA ="}

Satz 0.4 Schwaches Dualitditstheorem
Seien A c¢ R™" b e R™, ¢ € R" und X zuldssig fiir (P) und y zuldssig fiir (D). Dann gilt
Tx<5b

Beweis: ¢c/x = (yTA)x = yT (Ax) <y'b qed.

Satz 0.5 Dualitiitstheorem (von Neumann, 1947)
Seien A € R™" b e R™, ¢ € R". Dann gilt:

max{c! xJAx < b} = min{y'bly >0, y'A=cT}
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Beweis:

1. Schwache Dualitit (Satz 0.4) impliziert:

(%) §:= sup{c?x|Ax < b} Sinf{yThly =0, yTA=cT}
= (Vx)(Ax < b= cTx £ §)
Koroller03 - (3))y 2 0, yra =T yh <8

= Das Infimum wird angenommen.

= Das Minimum existiert und ist = &

2. Annahme: (ﬂx) < b, Tx

A=D, c
= (ﬂx)(_iT>x

1\
Y]

174N
/-~
|
& S
~_—

Lemma von Farkas

fiir Ungleichungen
e 3 F)ermtt), [ 2] = 0bzw 220, 420
A A
T i TA=LT =0
(Z,,)_CT = w. 7 A—Ae’ =
T b T
(z', A) 5 < 0Obzw. Z7b—xA 50
Ax < b habe eine Losung x°
Annahme x =0 = 0=2z"Ax" < b < 04
Also gilt: A >0
Fiir y = £ gilt >0 da ° =0
liry =% gi > a
y=x28 y = A >0
yIA = %ZTA:%kCT:CT

= Infimum ist <& 4 zu (x)
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0.5 Dualisieren von LPs

Im folgenden Abschnitt beschrieb Prof. Jiinger ein ,,Kochrezept* zum Dualisieren von
LPs. Gegeben sei das folgende primale Problem:

P) maxal x+ bTy

Ax+By = ¢ [u]
Cx+Dy = d [V]
x =20

Wir erhalten folgendes duale Problem:

(D) minu’ c+vld
u’ A+vI'C (Un)gleichungsbeziehung a’  [x]
u' B+vI'D (Un)gleichungsbeziehung b7  [y]

Nun gilt: Multiplikatoren fiir Gleichungen ergeben nicht vorzeichenbeschrinkte Varia-
blen und Multiplikatoren fiir Ungleichungen ergeben Vorzeichenbeschrinkte Variablen,

in unserem Fall also:

(D) minu’ c+vld

ulAVTC = af |4
u'B+vID = bl |y
v 2 0
Daraus kann man leicht die Spezialfille ableiten:
(P) maxalx (D) minv’d
Cx £ d — vic > o
x =20 v 2 0
(P) maxalx (D) minvic
Ax = ¢ — u'A > o
x 2
(P) maxbly (D) minv’d
Dy £ d — vID = b7
v 2 0

Satz 0.6 Satz vom komplementdiiren Schlupf. Seien A € R™", b e R™, ¢ € R"
Sei x* zuléssig fiir max{c? x|Ax < b} und
sei y* zuldssig fiir min{y’bly >0, yTA =cT}
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Dann sind x* und y* Optimallosungen wenn gilt:
v; =0oder aix* =b; Vi

wobei a; die i-te Zeile von A bezeichnet.

Beweis:

(13

x* und y* seien Optimallosungen
seiie {1,2,...,m} mity; >0und aix* <b

» =

= 0 = yTp—cTy
y*Tb_y*TAx*
= yT(b—Ax")
= yi(bi—aix”)
> 0 4

~<=* Furalleie {1,2,...,m} gilt y; = 0 oder a;x* = b;

= yTh—cIx* = yT(b—Ax")

m

= Y yi(bi—ax*)
i=1
= 0 gq.ed

Dann folgt wegen starker Dualitét x*und y*sind Optimallosungen.

0.6 Der Simplexalgorithmus

Es folgt eine Skizze des Verfahrens fiir LPs in der Form:

(P) max ¢l x
Ax = b
x =2 0

mitA € R™" b e R™, c € R", rang(A) = m.
Sei T die Menge der Spaltenindizes von A. Fiir B C T sei Ap die Submatrix von A mit den
Spalten aus B und cp der Subvektor von ¢ mit den entsprechenden Komponenten.

Falls |B| = m und die Spalten von Ap linear unabhingig sind so ist B eine Basis von A,
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b.z.w. Ap eine Basismatrix. Fiir eine Basis B ist die Losung x von Ax = b mit x = ( 5 ) :
XN

N = T\B, (N = die die nicht in der Basis sind)
xp = Aglb, xy=0

die zu B gehorige Basislosung.

xp ist die eindeutige Losung des Gleichungssystems Agxp = b.
Weiterhin ist y7 = chgl ( die eindeutige Losung von y/ Ag = cg)
eine Losung des dualen LPs:

Basislosungen x und y haben die Eigenschaft x; > 0 = y” a; = ¢;, wobei g; die i-te Spalte
von A ist.

D.h. x und y sind zuléssig fiir (P) und (D).

Satz vom kompl. Schlupf 0.6 . .
= x und y sind optimal.

Eine Basis B ist zuliissig falls xg = 0.

Der Simplexalgorithmus generiert eine Folge von zuldssigen Basen. Jedes mal wird y auf
duale Zulissigkeit tiberpriift.

y dual zuldssig — STOP (Optimalitit)

Sei x zuldssige aber nicht optimale Basislosung.

Wihle i € T mit yTa,- < ¢

Plan: In B wird ein Index entfernt und i hinzugefiigt.

Wir 16sen Apz = a; (d.h. z ist die i-te Spalte nach Transformation durch die Basis).
Fiir € > 0 ersetzen wir xg durch xp — €z und setzen x; = € und erhalten eine neue Losung

von Ax = b mit Zielfunktionswert:

ch(xp—€z)+ce = chxp+e(ci—ck2)
= clT;xB +&(c; —yTApz)
= chg +e(e;—y'ay)

Es gilt ¢; — yTa; > 0, d.h. jedes € > 0 verbessert die Losung.
Die neue Losung soll zuldssig bleiben, d.h. wir wihlen:

max{€lxp —€z = 0}

Falls das Maximum nicht existiert so ist (P) unbeschrinkt — STOP (Unbeschrinktheit)
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sonst existiert ein Index J mit z > 0 und (xg —¢€;) ; = 0. Wir wihlen j als die Basis verlas-
senden Index. Dieser Test heif3it ,,ratio test” (Verhiltnistest).

J € Bmit z; > 0 und Verhaltms . minimal unter x" mitk € B

Die neue Basis ist also (B \ {]}) U{ '}

0.6.1 Simplex Algorithmus-Zusammenfassung

An dieser stelle eine Formulierung in Pseudo-Code

loop
Finde die eindeutige Losung von y' Ap = ¢}
if fir alle i € T \ B gilt: y"a; = ¢; then
STOP: die Losung ist optimal.
else
wihle i mit y' a; < ¢;
Finde die eindeutige Losung von Apz = a;
Finde groBtes € = 0 mit x, —€z = 0
if Ze then
STOP: Problem ist unbeschrinkt
else
wihle j € Bmitz; > Ound (xp—¢;); =0
Ersetze B durch (BU{i}) \ {/}
Ersetze xg durch xg — €z
Setze x; = €
end if
end if
end loop

0.6.2 Beispielrechnung mit dem Simplexalgorithmus

Gegeben ist das folgende lineare Problem:

max 3x; + Sx» + 4x3
st. 2x1 + 2x 4+ X3
X1 + 2x + 4x3

X1, X2, X3

IAVARIVARMIVAN
W
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Einfiihrung von Schlupfvariablen um Gleichungen zu erhalten:

max 3x; + Sx» + 4x3
2% + x3 + x4
X1 + 2xp 4+ 4x3 + x5

X1, X2, X3, X4, X5

s.t. 2x

_|_

ergibt die Form:
max c! x
Ax = b
x =20

2 211
I 2401

DN W
N——

10
Die Anfangsbasis sei nun B = {4, 5} d.h. Ag = ( 01 )

3
we(3)-(3)

1. Iteration:

yTAB:CZ:>(y17y2)< Lo ) = (0, O)—>y:<

Fiir jedes i aus {1, 2, 3} gilt:

Wir nehmen i = 2

eea (30)(2)
)

groftes € mit:

vl

19
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Fiir j =4istz; =2 > 0und (xp —€2)
= X4—E€%Y
= 3-3.2=0

Neue Basis: B= {2, 5}

2. Iteration

5
yT(j ?>=(5,0)—>y=<(2)>

Uberpriife y' a; < ¢;

2
g o (30)( ) = 5 > 3
B 5 1 5 >
flirx, <§ 0) = 5 2 0

0
woe (s A S 4ioa
irxs <§ O> 4 = 5 < —i=

2 0 2 1 1

A = daj. = — 2

Groftes € mit:

neue Basis B = {2, 3}

LI AN
v

3. Iteration:
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iiberpriife yTai < ¢j

2

fiir x;: (2%) | :%23
1

fiir x4: (2%) 0 =2 =20
0

fiir x5: (2%) | :%20

— Losung ist optimal.

Frage: Terminiert das Verfahren?

Wenn immer € > 0 : Ja denn es gibt nur endlich viele Basen.

Problem: Im Fall € = 0 haben wir keine ZF-Verbesserung. Eine Folge solcher degene-

rierter Iterationen kann zuriick zur selben Basis fithren. — keine Terminierung.

Aber es gibt Regeln zur Wahl von i und j die solche ,,Zyklen* verhindern. Mit einer sol-
chen sog. Pivotregel terminiert das Verfahren immer. Blands Regel: Nimm den kleinsten

Index.

Wie erhilt man nun aber die erste zuldssige Basis:

* Man multipliziere die Gleichungen mit negativer rechter Seite mit —1, so dass das

neue System die rechte Seite b = 0 hat.

* Man 16se das folgende LP:

n
(HLP)  max Z —x
i=1

(A,I)< )f) = b

mit / als erste Basismatrix (/ natiirlich immer linear unabhéngig).

1\
o

Anmerkung: Es gilt (P) hat eine zuldssige Losung g.d.w. (HLP) eine Optimallo-
sung mit Wert O hat.

¢ Ist der Optimalwert von (HLP) kleiner als O:
STOP: (P) hat keine Zuldssige Losung

sonst sei B die optimale Basis.
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e [.Ose:

mit Startbasis B.

Anmerkung: Es gibt Techniken, um die kiinstliche Variablen im Laufe des Ver-
fahrens zu minimieren und zwar die kiinstlichen Nichtbasisvariablen sofort und die

kiinstlichen Basisvariablen durch geeignete Pivots.



Kapitel 1

Probleme, Schranken, Zertifikate

1.1 Verschiedene Probleme

Olbohrtiirme

Nigeria

[0]
Helikopterbasis (x1, x1)
° o °
o o ° o
o o °
. o
Olborttirme (xi, yi)

Der Helikopter fliegt eine vorgegebene Menge von Olbohrtiirmen ab um die Pumpmen-
ge zu regulieren und fliegt danach zuriick zur Basis. Die Zeit, die er dafiir bendtigt ist

proportional zur Flugstrecke (euklidische Distanzen):

10, ) = \/ (i —x,)2+ (3 = 33)? = 11,1

Im Gegensatz dazu hat das Leiterplatten-Problem die L..-Metrik die auch Max Metrik
genannt wird weil immer die maximale Strecke der beiden strecken in x oder y Rich-
tung genommen wird. Der Bohrer wird von zwei Motoren iiber die Platine gefahren, die

unabhiingig voneinander ein und ausgeschaltet werden konnen.

Euklidisches Rundreise-Problem
Gegeben: Menge V von Punkten in der euklidischen Ebene.

23
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Gesucht: Eine Tour minimaler Linge

n=1V|

—1)!
(n 5 ) mogliche Touren
Fiir den Fall dass n = 23 bréauchte ein Computer fiir die Auswertung einer Tour Ins (=

10~%s) — Computer braucht zirka 178 Jahrhunderte zur Bewertung aller Touren.

Plotten zusammenhéingender Zeichnungen

Das plotten eines Straennetzes auf einer 60x60 cm Platte
Linge des Straennetzes: 44,47m
Die Standard-Plottersoftware legte 67 km zuriick und brauchte 9 Stunden und 11 Minuten.

Alternativ wurden die zu plottenden Strecken von einer ,,intelligenten* Person durchge-
fiihrt.

Leerstrecke: 57,8 m

Zeit: 51 min

Nach Anwendung einer Matching Heuristik: Leerstrecke: 13,62 m
Zeit: 36 min 45 sek.

Kleine Ubungsaufgabe In jedem Graphen ist die Anzahl der Punkte mit ungerader An-
zahl ein- und ausgehender Kanten gerade (Ein Satz von Euler).

Nach Euler gilt auch, dass man einen Graphen genau dann ohne abzusetzen und ohne eine
Strecke zwei mal zu gehen zeichnen kann wenn die Anzahl der Kanten an jedem Knoten
gerade ist (einmal muss man rein, einmal raus, falls man noch einmal rein geht, muss man

auch wieder raus).

Das hilft uns nun beim Plot-Problem wir suchen nun die minimale Paarung ,,ungerader*

Knoten (die Gesamtlinge der verbindenden Kanten soll minimal sein).

Andere Rundreise-Probleme

Chinesisches Postboten-Problem: Dasselbe Problem wie beim Plotten aber auf diin-

nen Graphen (Graphen mit relativ wenig Kanten).

Landpostboten-Problem: Der Landpostboten muss sowohl in den Dorfern moglichst
optimal laufen als auch die Dorfer moglichst Optimal abfahren. Das Euklidische Rund-
reise Problem ist hiervon ein Spezialfall (wenn pro Dorf nur ein Haus beliefert werden

muss).
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Euklidisches perfektes Matching-Problem

Gegeben: Menge V von Punkten in der Euklidischen Ebene |V| gerade.
Gesucht: Eine Menge von Geraden Linien minimaler Gesamtlidnge so dass jeder Punkt
Endpunkt genau einer Linie ist.

1.2 Dualitiat und Schranken

TSP-Versuch (Travelling Salesman oder eukl. Rundreise-Problem).
[Zeichnung]

Die Zeichnung stellt eine Menge von Punkten die durch Kanten verbunden sind so dass ei-
ne Rundreise entsteht um alle Punkte herum sind nun Kreise, die sich nicht iiberschneiden
sondern sich falls ihre Mittelpunkte Nachbarn auf der Rundreise sind lediglich beriihren,
bis auf eine Stelle, wo eine Liicke entsteht. Jeder Kreis wird nun genau 2 mal durchlaufen
+ das eine Stiick wo eine Liicke ist. Damit ist die Summe aller Kreisdurchmesser + das
extra Stiick eine untere Schranke. Falls man es schafft die Kreise so anzuordnen, dass sie
sich nicht iiberschneiden aber Nachbarn sich immer beriihren so hat man die Optimallo-

sung.

Oft ist aber auch keine Kombination der Kreise moglich.

D

In diesem Fall kann man dann Punkte zusammenfassen und mit ,,Griaben‘

[3 Zeichnungen] habe ich leider nur ansatzweise und nicht die Zeit sie am Computer nach

zu zeichnen.

An das Euklidische Matching-Problem kann man ebenfalls mit dieser Methode heran ge-
hen.

Euklidisches Rundreise untere Schranken Problem

Gegeben: Menge V von Punkten in der euklidischen Ebene.
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Gesucht: nicht iiberlappendes System von Scheiben und Griben das:

B:2er—|—2 Z Wi

vev meM

maximiert.

Euklidisches perf. Matching untere Schranken Problem

Gegeben: Menge V von Punkten in der euklidischen Ebene. |V | gerade.
Gesucht: nicht iiberlappendes System von Scheiben und Griben das:

maximiert.

In der L..-Matrix nimmt man Quadrate.

1.2.1 Lineare Optimierung und untere Schranke Probleme
Euklidisches Rundreise-Problem nur mit Scheiben

Als LP formuliert sieht es so aus:

(P1)  max Z 2ry
ueV

ry+r

ry

t(u, v), fur alle Paare {u, v}
0 VneV

IV 1IN

Das Duale LP lautet folgendermalien:

(Dy) minZt(u,v)xw
u,v
2

v#£u
Xy = 0, fiir alle Paare {u, v}

1\

2VueV

Beispiel mit vier Stadten:
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S.t.

Dual

n
r
r3

r4

n
r
r3

r4

r
r2
r3

r4

min #(1,2) +...+1(3,4)

1
<X12 . X34 >

Hinzufiigen von Griben

(P,)  max Z 2r,+ Z 2wy
ueV seM

ry+r+ Z Wy
seM, [{u,v}ns|=1

Ty

Wy

Das Duale LP lautet folgendermalien:

A

IV 1V

A

1\
o

X12

X34

v

=
1\

t(u, v), fiir alle Paare {u, v}

0 YueV
0 VseM

NN

27
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(D) minZt(u, V)X

u,v

quv 2 2NuevV
v£U

Z Xpw = 2VseM
[{u,v}ns|=1

Xy = O, fiir alle Paare {u, v}

Fiir jede Tour T erfiillt der Inzidenzvektor X die Restriktionen von (D;).
Sehwache Pl pyje Optimallésung fiir (D;) ist eine untere Schranke fiir die Lidnge einer
Tour. Wenn man mehr Ungleichungen zu (D) hinzufiigt erhilt man eine bessere untere

Schranke (— néchstes Semester).

Analoge Konstruktion fiir perfektes euklidisches Matching

O ist die Familie der Teilmengen von V ungerader Kardinalitét.

(P,)  max Z ru+ Z Wy

ueV s€0
ry+ 1+ Y ws = t(u, v), fiir alle Paare {u, v}
s€0, {u,v}ns|=1
0 VueVv

0 VseO

Iy

v v

W

Das Duale LP lautet folgendermallen:

(D) minZt(u, V)Xuy

u,v

Y xw 2 1Vuev

Xow = 1VseO
[{u,v}ns|=1
Xy = 0, fiir alle Paare {u, v}

Fiir alle x,, > O sind die entsprechenden dualen Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt.

Optimalitédt durch schwache Dualitdt und komplementidren Schlupf.



Kapitel 2
Optimale Baume und Wege

Definitionen fiir ungerichtete Graphen

Ungerichteter Graph G = (V, E)
Knotenmenge V =V (G)
Kantenmenge E = E(G)
Relation E — V xV

e={u, v}

,,€ 1st inzident mit # und v “

,u und v sind adjazent*

parallele Kanten Schleife
€1
: 5
Einfacher Graph:

* keine parallelen Kanten

¢ keine Schleifen

,,6 = UV € = V'

Subgraph H von G
V(H) CV(G)
E(H) CE(G)

A CE G\ A: Subgraph von G nach Entfernen der Kanten in A

29
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B CV G\ B: Subgraph von G nach entfernen der Knoten in B und aller inzidenter
Kanten. Kann auch als G(V \ B) oder als durch V \ B indizierter Subgraph bezeichnet

werden.

oG\ x“statt G\ {x} firx €V oderx € E
n=|V| m=|E| Konvention

Ein Subgraph H von G ist aufspannend
<V(H)=V

Weg P in G: Folge vg,ep,vi,..., ek, Vi
Vo, Vi,.--, ik €V, er,er,...,ex €E
e =Vi—1V; fiir 1§l§k

,,Weg von vy nach v oder ,,(vo, v )-Weg*
Der Weg ist geschlossen, falls vy = v

Der Weg ist einfach, falls vo, vy,..., v distinkt
Ein Weg ist ein Kreis falls:

1. Geschlossenheit
2. vo,Vv1,..., v distinkt sind

3. k21
G hat (u,v)-Weg = G hat einen einfachen (u,v)-Weg

Léange von P =vg,e1,Vv1,...,€r, Vi k

G ist zusammenhingend :< zu jedem Knotenpaar (u,v) aus V gibt es einen (u,v)-Weg

2.1 Minimal aufspanndende Biume

Beispiel:
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Dieses Netzwerk sei ein Kommunikationsnetzwerk und bilde Terminals ab und die den
Kanten zugeordneten Zahlen entsprichen den Kosten fiir die direkte Verbindung zwischen

den Terminals damit ergibt sich das

Verbindungs-Problem

Gegeben: Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) und positive Kosten fiir alle e € E

Gesucht: Ein aufspannender, zusammenhéingender Subgraph mit minimalen Kosten.

Lemma 2.1 Eine Kante e = uv € E ist Kante eines Kreises in G genau dann, wenn es

einen (u,v)-Weg in G \ e gibt.

— die Optimallosung des Verbindungs-Problems hat keine Kreise

Einen Graphen ohne Kreis nennt man auch Wald, einen zusammenhingenden Wald nennt

man auch Baum.

Minimal aufspannendes Baum-Problem

Gegeben: Ein zusammenhingender Graph G(V,E) ¢, € Rfiir alle e € E

Gesucht: Der Aufspannende Baum in G mit minimalen Kosten (MSB) im Englischen
(MST = minimal spanning tree). Das Verbindungs-Problem und das MSB-Problem sind
dquivalent fiir ¢, > 0.

Nun ein bisschen Wiederholung aus Informatik I:
Notation: G = (V,E)
ACV:8(A):={uve€E| ucA veV\A }

~
Kanten die auf den Schnitten liegen

d(A) wird auch als ,,Schnitt in G* bezeichnet (indiziert von A C V)
Y(A) ={u,v € A, uv € E} ergibt alle Kanten in A
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Prims Algorithmus fiir MSB

Initialisiere H = (V(H),T) als {{r}, @}
while (H ist nicht aufspannender Baum) do

Fiige eine Kante minimaler Kosten aus 8 (V(H)) zu H
end while

In unserem Kommunikationsproblem erhélt man nun, wenn man bei Knoten a anfingt:

Hinzugefiigte Kante | Kosten
(a, b) 16
(a, ) 20
(a, d) 22
d, g 23
(g Kk 12
(g h) 15

Kruskals Algorithmus fiir MSB

Sortiere E als < eq,e,...,e, >,s0dassc,, S 2 = ... S ¢,
Initialisiere H = (V,T) als (V,9)
for i=1tomdo
if Endknoten von e; in verschiedenen Komponenten von H Then Fiige ¢; zu T hinzu.
end for

mit unserem Beispiel erhélt man:

Hinzugefiigte Kante | Kosten
(g, k) 12
(g, h) 15
(a, b) 16
(a, f) 20
(a, d) 22
d, ) 23

Beide Algorithmen konnen mit einer Laufzeit O(mlogn) implementiert werden.

Hier legte Prof. Jiinger eine Folie auf mit Punkten um die herum ein Analogrechner Krei-
se ,,auf bldst bis zwei Kreise aneinander stoBen. Wenn zwei Kreise aneinander stof3en
und zwischen den Komponenten noch keine Verbindung besteht so wird eine Kante dort
eingefiigt. Mag es jemand malen?
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MSB und lineare Optimierung

Notation: Menge A, pc R4, BCA
p(B)=) p

JjEB

LPMSB minc!x

x(¥(S)) = [S|-1 VS,@#SCV
x(E) = |V]-1
Xxe = 0VecE

In diesem Fall wird explizit nicht x, € {0, 1} gefordert, da die Ganzzahligkeits-Bedingung

das Problem sehr schwer werden lasst.

9 von aufspannenden Biumen T sind zuldssige Losungen und

Die Inzidenzvektoren x
c’'x" = ¢(T), d.h. gleicher Zielfunktionswert.

= der Wert von (LPMSB) ist eine untere Schranke fiir die Kosten eines MSB.

Satz 2.2 Sei x° der Inzidenzvektor eines MSB beziiglich der Kosten c,. Dann ist x° eine
Optimallosung von LPMSB.

Beweis: Fiir eine Kanten-Teilmenge A C E sei x(A) die Anzahl der Zusammenhangs-
Komponenten des Subgraphen (V,A) von G = (V,E):

(LPMSB’)  minc’x

x(A) £ |V|—-x(A) VACE
x(E) = |V]-1
x. = 0VecE

Beweis: Das (LPMSB’) hat die gleiche zuldssigen Losungen wie das (LPMSB) d.h. auch
die gleiche Optimallosung. In x(A) < |V| —x(A) setzen wir speziell A = y(S) und erhalten:

x(¥(S) = [VI= x(¥(S))
——
>V \ S|+1
< [VI=-V\S|-1
NES!

Umgekehrt folgt x(A) < |V| —k(A), denn:
SeiA C Eundsy,s,...,s¢ (k=x(A)) die Knotenmengen der Zusammenhangs-Komponenten
von (V,A).
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M»

Dann gilt x(A) < . 1X(Y(Si))
I
= ;(|Si|_1)
= V|—k

Es reicht also zu zeigen x° ist optimal fiir (LPMSB’). Wir zeigen dies nun fiir ein x° das
Ergebnis aus Kruskals Algorithmus ist. Im (LPMSB’) konnen wir fiir die Zielfunktion
auch schreiben max — ¢’ x. Damit erhalten wir als duales LP:

(DLPMSB’)  min Y} ([V|—x(A))ya
ACESso dass e€A
ya = —c., Ve€E
ACE sodass e€A
yva = OVACE

v ist in diesem Fall nicht vorzeichen-beschrinkt. Mittels Kruskals Algorithmus konstru-

ieren wir nun eine Optimallésung von (DLPMSB’).

Sei ey, ey,...,e, die sortierte Folge der Kanten in Kruskals Algorithmus.
Ri:={e1,e2,...,ei} (1=i=m) Ry:=0

Weiterhin definieren wir y:

=}
|

YR
y%m = _cem
¥} =0sonst (A#R)

Ceiry — Ce;

Es gilt nun (wg. Sortierung) y3 > 0 VA # E und mit e = ¢;:

m m—1
yg = Zyloej: Z(Cej+1_cej)_cem
ACESso dass e€A j=1 j=i
Ceiyy —Cej tCepy —Ceppy -+ Cepy = Cepy — Cepy
= —C¢ = —Ce

= alle ,,=* sind mit ,,=* erfiillt.
y? ist zulissig fiir (DLPMSB’)

= kompl. Schlupf x¥ > 0 = Z ya=—c. Ve€E
ACE 50 dass ecA

Noch zu zeigen:

Kompl. Schlupf: y§ > 0 = x%(4) = |V| —x(A)
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Seiya >0=>A=R;fir 1 <i<m

Annahme: x°(R;) < |V| —k(R))

x°(Ry) = |V| — x(Ry) = Je € R;: Hinzufiigen von e zu T N R; erniedrigt die Zahl der
Zusammenhangs-Komponenten von (V,R;NT)

= e ¢ T 4 denn Kruskal hitte e gewahlt,d.h.e € T

Damit ergibt sich nun insgesamt: x°, y sind zulissig und erfiillen die komplementiren
Schlupfbedingungen.

= x¥ ist optimal fiir (LPMSB’)

= x¥ ist optimal fiir (LPMSB)

Bemerkung: Dies beweist die Korrektheit von Kruskals Algorithmus.

2.2 Kiirzeste Wege

Anwendung: Kiirzeste Fahrstrecke von A nach B in einem Straen-Netzwerk.
Es gibt auch EinbahnstraBen — gerichtete Graphen
Gerichteter Graph G = (V,E) auch genannt ,,.Digraph* mit
V =V(G) Knoten
E(G) gerichtete Kanten oder auch Bogen (arc)

Fire € E: t(e): Ende von e (tail)

h(e): Spitze von e (head)

Die anderen Begriffe gelten analog zu nicht gerichteten Graphen.
Den zu einem gerichteten Graphen zugeordneten ungerichteten Graphen erhélt man durch
das weglassen der Richtung.
Parallele Kanten sind Kanten die dieselbe Spitze und und die gleichen Enden haben. An-
tiparrallele Kanten sind zwei Kanten bei denen die eine dort die Spitze hat wo die andere

das Ende und umgekehrt.

Als Digraph ist dieser Graph ein einfacher Graph als ungerichteter Graph nicht.
e=uv—te)=u,hle)=v

Kanten e; eines Weges P = vg,e1,v1,ea,...e,vk. Der Weg heillt vorwirts gerichtet falls
t(e;) =vi—1 und h(e;) = v;. Analog ist ein gerichteter Kreis ein Kreis bei dem alle Kanten

vorwirts gerichtet sind.
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Kiirzeste Wege Problem

Gegeben: Digraph G, Knoten v aus V, Gewichte ¢, € RVe € E

Gesucht: Fiir alle v € V einen gerichteten Weg von r nach v mit minimalen Kosten, falls

ein solcher existiert.

Konvention: Zur Vermeidung der Nicht-Existenz eines (r,v)-Weges fiigt man Kanten rv €
E mit sehr hohem Gewicht hinzu.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann von einem einfachen Graphen ausgegangen

werden, da man alle parallelen Kanten auf die giinstigste Kante reduziert.

Die Grundidee der folgenden Algorithmen sieht dabei folgendermaBien aus:

* Vv € V gerichteter Weg von r nach v mit Kosten y,

* Finde eine Kante vw € E mit y, + ¢,,, < y,»: dann existiert ein kiirzester Weg (in

Bezug auf alle Wege die wir bisher kennen) von v nach w mit Kosten y, + c,,.

* Sind die y, (v € V) Kosten fiir kiirzeste (u,v)-Wege so gilt:

() Yy + Cyw 2 Yw
y € R” heiit zul. Potential falls () gilt und y, = 0 Falls y, # 0, einfach y, durch

Yy — yr ersetzen.

Lemma 2.3 Sei y ein zuldssiges Potential und P ein (r,v)-Weg (gerichtet), dann gilt:
c(P) Zyy

Beweis: Sei P =vq,e1,v1,€2,...6€k, Vg, Mit vg = r, vy = v so gilt:

k
C( = 2 Z Wi = Yvi_ 1 =Y = Yvg = In qed
= ~—~

=0

I M»

Lemma 2.4 Es existiert eine Losung des Kiirzeste Wege Problems, die nur Kanten eines

aufspannenden Baumes enthdilt

Beweis: Subwege von kiirzesten Wegen sind kiirzeste Wege
= Vv €V, v#r geniigt die letzte Kante eines gerichteten (r,v)-Weges
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Fords Algorithmus

Initialisiere:
v =0, y,:=00 Yv£r
pri=0, ppi=—1WYW#r (0,—1)&V
while (y kein zul. Potential) do
Finde eine Kante vw mit y, + ¢y, < yyy
setze yy, :=yy + Cyy und py, 1=V
end while

Beispiel 1

Start | vw=ra | vww=rb | vw=ad | vw=ab
Y|, pP| Y| P| Y| P| Y| P| Y| P
r| 0] O
a|oo| -1 3| r 21 b
b | oo | -1 1 r
d|oo|-1 5 a 41 a
Eigenschaften

1. Nach jeder Iteration gilt:
Yy 2 Yp(v) + Cp(v)v

Dies gilt mit ,,=* wenn y, und p(v) gesetzt werden, nachher kann y p(v) nur kleiner
werden.

2. Nach Terminierung gilt:

w2 Yp(v) T Cpv)y
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vw =ab
Y|,p| Y| p| Y| P| Y| P| Y| P| Y| P
r| 0] O
a|oo|-1 20 r 1 d
b || -1 3| a 2|1 a
d|oe|-1 0| »b

Hier terminiert das Verfahren nicht, da y,, yp, ye, — —oo.
Grund: negativer Kreis abd.

Der Algorithmus soll dies erkennen. Es gibt aber auch Anwendungen fiir negative Kreise,

z.B. im Wihrungstausch.

Aushgehend von 1.000.000 Euro
1.001.085,30 Euro

0.00823 1,0097
Yen USD
120,47
121.638.559 1.009.700

Arbitrage-Moglichkeiten mit den Kursen vom 18.11.2002

Gesucht sind also Folgen vg, vy, ..., vy = v mit:

k
I_Irvi—lVi >1
i=1

Kosten: ¢,, = —logry,

Gewinn falls Zle logr,—1,, = —log Hi;] Fy_qv < 0

Lemma 2.5 Hat (G,c) keinen negativen Kreis, so gilt nach jeder Iteration von Fords
Algorithmus:

1. Isty, # oo 50 ist y, Kosten eines einfachen (r,v)-Weges

2. Ist p(v) # —1 so definiert p einen einfachen (r,v)-Weg mit Kosten hichstens y,
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Beweis:

1. Sei yi der Wert y, nach j Iterationen.
yi # 00 — yJ Kosten eines (r,v)-Weges P.
Annahme: P ist nicht einfach = 3 Folge vo,v1,...,vi, vi = o
Iterationszahlen go < g1 < ... < g mity"~| +¢,, y, =

und Kosten des geschlossenen Weges:

k

k
chi,lvi = Z(yg,l_yg:ll)
i=1

i=1

ik =yl <0

Yy, wurde in Iteration g erniedrigt. Also haben wir einen negativen Kreis und damit
Widerspruch.

2. Annahme P ist nicht einfach
= 0, V1,. -3 VEks VE = V0
pvi)=vi-c1 (15isk)
Die Kosten des geschlossenen Weges sind < 0, da Cpv)y <y, — Yp(v)
Die letzte Anderung ergibt: p(v) mit Verkleinerung von y p(vi) = <
= negativer Kreis, Widerspruch

Die Kosten sind hochstens y,: Es gebe einen einfachen (r,v)-Weg und sei v, e1,v1, ..., ek, Vi
mitvo=r,vp=v, p(vi) =vi_1, (1=i<k)

k k
Kosten Y ¢y, 10, £ Y (v —Yuiy) =W —yr = 3o g.ed.
i=1 i=1

Satz 2.6 Hat (G,c) keinen negativen Kreis, so terminiert Fords Algorithmus nach endlich

vielen Schritten mit einem korrekten Ergebnis

Beweis:
3 nur endlich viele einfache gerichtete Wege in G.
Lemma 2.5 = Es gibt nur endlich viele mogliche Werte fiir die y,. In jedem Schritt wird

ein y, erniedrigt und keines erhoht — endlich viele Schritte.

Bei Terminierung definiert p einfache (r,v)-gerichtete Wege fiir alle v € V mit Kosten
hochstens y,,.
Lemma 2.3 = Es gibt keine kiirzere (r,v)-gerichtete Wege.

Satz 2.7 (G,c) hat ein zuliissiges Potential genau dann, wenn es keinen negativen Kreis
gibt.
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Beweis:

= negativer Kreis = kein zulédssiges Potential

»<="“ (G, c) habe keinen negativen Kreis:

Man konstruiere folgenden Graphen (G',¢'):

r ist jeweils mit allen Knoten von G durch gerichtete Kanten des Gewichtes 0 verbunden.
Damit hat (G’, ¢’) keinen negativen Kreis. Anwendung von Fords Algorithmus auf (G’,¢’)

gibt zulissiges Potential fiir (G',¢’). Diese ist auch zuldssiges Potential fiir (G,¢). q.e.d.

Satz 2.7 Gilt auch ohne Annahme der Existenz von (r,v)-Wegen.
Problem: nicht einfache beliebig kurze (r,v)-gerichtete Wege.

Die Suche nach einfachen (r,v)-Wegen (endlich viele!) ist jedoch NP-schwierig.

Satz 2.8 Falls c, € Z fiir alle e € E:
¢ =2max|c.| + 1
ecE

und (G, c) hat keinen negativen Kreis so terminiert Fords Algorithmus nach héchstens cn®

Iterationen

Beweis: Ubungsaufgabe

2.2.1 Zuléassige Potentiale und lineare Optimierung

Satz 2.9 Sei G ein gerichteter Graph, r,s €V, ¢ € RF
Falls fiir alle v € V ein kiirzester (r,v)-Weg existiert, so gilt:

min {c(P)|P ist (r,s) gerichteter Weg}

= max {y,|y ist ein zuldiissiges Potential}
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Beweis: Analyse von Fords Algorithmus
Als duales LP formuliert erhilt man (ohne Bedingung y, = 0):

(DLPKW) maxys — y,
Y= YweE

Fiir das LP definieren wir:
1fallsv=s

Seib,=< —1fallsr=v
0 sonst

(LPKW)  min ) cexe

ecE
Z Xy — Z Xy = by, YWWeEV
weV, vweE weV, wveE

Xpw = 0 YvweE

Jedem (r,s)-gerichteten Weg P entspricht eine zulidssige Losung fiir (LPKW) mit Wert
c¢(P). x£ = Anzahl des Vorkommens von e in P. (€ {0, 1} falls P einfach ist).

Verhalten des Simplexalgorithmus beim LPKW

Gegeben sei folgender Graph:

Dann ergibt sich folgender Aufbau:
ra rb ba ad b

r| -1 -1 -1 (LKWP) minc’x

A al 1 1 -1|= Ax = b
b 1 -1 x =2 0
d 1 1

c 31 1 2

Der Simplexalgorithmus betrachtet nun eine Folge von Basislosungen wobei eine Basis
einer ,,max. linear unabh. Kantenteilmenge* entspricht. Es ist also eine ,,Spaltenbasis‘
von A.
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In jeder Iteration hat man eine Basis B und x,y mit x, =0 Ve ¢ B.

Vi — Yy = Cppy VYW € B

Satz 2.10 Sei G ein zusammenhdngender gerichteter Graph, A die Knoten-Kanten Inzi-
denzmatrix.
A.j, J C E ist eine Spaltenbasis von A genau dann wenn J die Kantenmenge eines Auf-

spannenden Baumes in G ist.

Beweis: Ubungsaufgabe

Baum T;

Ein Basiswechsel Beispiel.

ra rb ad y
r| -1 -1 0
B al| 1 -1 =3
b 1 1
d 1 5
c 31 2

reduzierte Kosten: cpy — Y/ Ape=1-2=—-1<0

— ba geht in die Basis, ra raus (hat die Spitze am selben Punkt).

Baum T

ra ba ad y

r| -1 0

B a I -1|=|2
b| 1 -1 1

d 1 4
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c 3 1 2

reduzierte Kosten: 3—2=1 >0

Die Gleichungen y,, —y, = ¢,,,Vvw € B gelten in Fords Algorithmus nicht immer, d.h.
jede Iteration dieses speziellen Simplex Verfahrens entspricht einer Folge von Iterationen
in Fords Algorithmus (Anderung des Baumes gefolgt von y-Anderungen bei gleichem

Baum.

2.2.2 Varianten des Ford Algorithmus

Korrekturschritte in konstanter Zeit. Laufzeit abhéngig von der Reihenfolge S =< f1, f2,..., fe >
der gewihlten Kanten. Bei schlechter Wahl erhilt man eine Laufzeit von ®(2|E |) (Ubun-

gen)

Ein (r,v)-Weg P = r =vg,e1,v1,...,Cr, Vi = v ist in S eingebettet falls ey, ey, ..., eine
geordnete Subsequenz von S ist.

Lemma 2.11 Wenn Fords Algorithmus die Sequenz S benutzt, so gilt fiir jedes v € V und
jeden (r,v)-Weg der in S eingebettet ist y,, < c(P)

Beweis: Sei P= vg ,eq,v1,...,Ck, Vi
~— ~—

=r =V
Nach erster Iteration mit g : y,, < yr+ce,
Nach zweiter Iteration mit 3 : y,, < yy, +Ce, + Ce,

Nach dritter Iteration mit e : y, =y, =y, +Ce

k
< ZCe[ZC(P)- q.ed
i=1

Also suchen wir S mit kiirzesten eingebetteten (r,v)-Wegen fiir alle v € V § , kurz* da die
Laufzeit proportional zur Linge.

Ford-Bellmann-Algorithmus

Jeder einfache gerichtete Weg in G ist eingebettet in < s1,52,53,...,5,—1 > mit §; = ir-
gendeine Permutation von E = {e},e2,...,en}
Initialisiere y, p;
i=0;
while (i < n und y kein zuldssiges Potential) do
1:=1+1;
for e =¢| to e, do
v=t(e); w=hle);
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if (y, + ¢y < yy) then
Yw =Yyt Cywi Py =V
end if
end for
end while
if (i < n) then
,Kirzester Weg gefunden
else
STOP ,.es existiert ein negativer Kreis*
end if

Satz 2.12 Der Ford-Bellmann Algorithmus ist korrekt und hat Laufzeit O(nm).

Beweis: Korrektheit wg. Lemma 2.11, Laufzeit offensichtlich.

Verbesserungen der Laufzeit sind nur bei speziellen Annahmen iiber G und ¢ moglich.
Vorgestellt werden nun Verbesserungen in der Praxis:

Vorwiirts-Stern-Datenstruktur
a

b

CLv)=<a,b,c>
Weiterhin benotigen wir:
Q=< f1,f2,..-,fe > Schlange (Queue) von Kunden.
V¢Qergibtv:ql7 Q:<f27f37"'7fe>

Q <V efgibt Q =< flafZ: cee 7feav >
Zusitzlich Inzidenzvektor: isinQ Q[v]

Anzahl der Knoten in Q: numQ

dies erlaubt delete, append Q 2 g, v é 0 in konst. Zeit (keine Negativen Kreise).
Initialisiere y, p;
Q:=<v>;
while (Q # @) do
v <= Q;
for all (w € L(v)) do
if (y) + cyw < yw) then
Yw =Y+ Cows P =V }
if (w € Q) then
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0<=w;
end if
end if
end for
end while

Azyklische Graphen

Keine gerichteten Kreise, insbesondere keine negativen Kreise. Kompatible Knoten Se-
quenz < vi,Vvy,...,v, > fiir alle Knoten v;,v; € E gilt: i < j kann in Zeit O(m) gefunden
werden (Topologische Sortierung, siehe Ubungsaufgabe 20).

OBdA: seir=v;
r=v; = v; (j <i) nichterreichbar

wie oben, aber:

fori=1tondo
for all (w € L(v;)) do
(jeder Pfad ist eingebettet)
if (v, + cyw < yy) then
Yw ;= Yyt Cyows Pw i =V
end if
end for
end for

Satz 2.13 In azyklischen Graphen kann das kiirzeste Wege Problem in Zeit O(m) gelost
werden

Nicht negative Kosten:

ce>20VecE
Wie vorhin, aber Knotensequenz dynamisch bestimmt nach vy, va,...,v;.
Wihle viy 1 =v € {vi,vy,...,v;} mit minimalem y,.

Lemma 2.14 Fiir alle w € V sei y,, der Wert von y,, wenn w gewdhlt wird. Wird u vor v
gewdihlt. So gilt y, <y,

Beweis: Annahme y/, < y/, und v ist der erste Knoten bei dem das passiert.
Als u gewidhlt wurde galt: y, =y, < y,. Nach Wahl von u und vor Wahl von v wurde
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yy <., sagen wir das letzte Mal bei Wahl von w
VI V2o Uy ey Wy Vs

Also fand bei w die letzte Erniedrigung von y, statt. Zu diesem Zeitpunkt wurde gesetzt:

W= y:v + Cyy
w > W ter Fehler bei
Aber ¥ - v, (erster Fehler bei v) ¥y
cww = 0
Dijkstras Algorithmus

Initialisiere y, p;
S:=V
while (S # @) do
wihle v € § mit y, minimal
entferne v aus S;
Bearbeite Vorwirtsstern von v (aber nur Kanten mit vw mit w € S!)

end while
Satz 2.15 Falls c, > 0 Ve € E, so ist Dijkstras Algorithmus korrekt und liuft in O(n?)

Beweis:
Am Ende gilt (%) y, + ¢y 2y YVIWEE

Annahme: (x) gilt nicht
(x) galt nach Bearbeitung von Knoten v =y, wurde spiter erniedrigt, etwa als g bearbeitet
wurde.
=y = Y, + co 2, also nicht erniedrigt 4
~—— =
2y, 20

: Lemma 2.14
denn wenn q nach v bearbeitet wurde " = Vg =Yy

we&S:y, = vy Lemmg 2.14 Yy + Cpy = Yy also hier kein Test notig.
~—
>0
Laufzeit O(m) fiir Vorwirtsstern plus die Zeit zum Finden von v mit minimalem y,. Naiv

implementiert erhilt man damit eine Laufzeit von O(n?)

Aus der Informatik I. Fiir Diilnne Graphen mit Heaps O(mlogn). Noch besser geht es mit
Fibonacci Heaps (Wer hat die Fibonacci Beweise nicht geliebt?): O(nlogn +m).

Wie dem auch sei, sei S(n,m) die Zeit, die benotigt wird.
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Beobachtung:
Kennt man ein zuldssiges Potential y so kann man den Kostenvektor ¢ nach ¢/ = 0 trans-
formieren: ¢}, = ¢y +yy — yw(2 0) denn V(r, s)-Wege P: sind die Kosten:

c'(P) = c(P)+y, —ys

Anwendung: Kiirzeste (r,v)-Wege fiir alle Paare (r,v). Allgemein beste Methode: n mal
wie gehabt.

Zeit O(n-S(n,m)), wenn ¢ = 0, also O(n*m) im allgemeinen Fall.

Verbesserung von O(n’m): Wenn Ford Bellman einmal ausgefiihrt ist liefert er uns ein

zuldssiges Potential fiir jeden Punkt.

Transformation s.o.
. zusammen O(n - S(n,m))
(n— 1) mal Dijkstra

Einheitskosten und Breitensuche

Finde (r,v)-Wege mit minimaler Kantenzahl.

Lemma 2.16 Falls c, =1 fiir alle e € E, so ist der erste endliche Wert fiir y, auch der
endgiiltige. Wird y, vor y,, zugewiesen, so gilt y, < y,,.

Beweis: klar fiir v =r. Sei v # r und v spiter gewihlt als Knoten u = y, = y, (Lemma
2.14).
zu endgiiltig: Erster endliche Wert fiir y, wird gesetzt zu y,; [Knoten w wird vor v

gewdhlt]

Behauptung y, wird nicht mehr geédndert

Annahme: bei Wahl eines anderen Knotens z.B. ¢ wird y, erniedrigt zu y/,.
Situation: ...w...v...q

g wird nach w gewihlt =y, =y,

Vo=ys+12y,+1=y, § zuerniedrigt.

Satz 2.17 Bei Einheitskosten kann Dijkstras Algorithmus mit Laufzeit O(m) implemen-

tiert werden.

Beweis: Wegen Lemma 2.16 kann man den nédchsten Knoten aus einer Schlange wiéhlen

(yw sind iiberfliissig).

Dieser Algorithmus heifit auch Breitensuche.
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Initialisiere p;
0=<r>;
while (Q # @) do
v <= 0;
for all (w € L(v)) do
if (p(w) = —1) then
Q<=w;
p(w) =v;
end if
end for
end while

KAPITEL 2. OPTIMALE BAUME UND WEGE



Kapitel 3

Maximale Flussprobleme

3.1 Fliisse und Schnitte

{1} v
________ > Flisse

\41)
Quelle  ~ 71 1A

Die Fliisse konnen nun als Kollektion von einfachen (r,s)-Wegen (die nicht notwendiger-
weise verschieden sind) betrachtet werden. In der Grafik sind allerdings nur die kumulier-
ten Fliisse dargestellt. {p1, p2, ... px} mit:

1. jedes e € E ist hochstens u,

2. die Anzahl der Wege werden maximiert

xe = |{i|P; benutzt e}

Bedingungen fiir x:

(*) Z Xwy — Z Xpw =0

weV, wveFE weV, vweFE

(**) Og'wi é uvaVWEE

49
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Xy ist ganzzahlig Vvw € E. Die Zielfunktion lautet:

max Z Xips — Z Xsw = k (= Flusswert)
weV, wseE weV, sweE

Damit haben wir das Maximum ganzzahlige Flussproblem formuliert.

x € RE heiBt Fluss, falls x (*) erfiillt.
x € RF heiBt zulissiger Fluss, falls x () erfiillt.

3

fr(v) = Z Xypy — Z X, Dies nennt man auch ,,Nettofluss* oder ,,Uberschuss
weV, wveE weV, vweE
bei v

(%) = fr(v) = 0 ist die ,,Flusserhaltungsbedingung* und f; ist der Flusswert.

Lemma 3.1 Eine Familie {P;,P,,...,P.} von (r,s)-Wegen mit |{i|P; benutzt e}| =< u, exis-

tiert genau dann wenn ein ganzzahliger zuldissiger (r,s)-Fluss mit Flusswert k existiert.

Beweis: 4 Familie von Wegen =  ein Fluss, klar.
,»<=" Gegeben sein ein Fluss x € R® mit Flusswert k. Entferne Kreise:

Xe:=x,—1 Vee KreisC

= Flusswert k bleibt.
Finde P; : v...s (mit alle n Kanten > 0) x, := x, — 1V e € P;. — Flusswert ist k — 1.

Finde P,

Maximales Flussproblem
max fi(s)
f(v) 0 YweV\{rs}

0<x. £ u,Veck

Fiir einen Kreisfluss der Menge o gilt: 0 < o0 < min{u,,e € C}

Lemma 3.2 Jeder zulissige (r,s)-Fluss ist die Summe von hichstens m Kreis und Weg-

Fliissen.

Beweis: Analog zu 3.1 mit Kreis und Wegefliissen.
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Maximale Fliisse und minimale Schnitte
Definition des gerichteten Schnittes R:
RCV, 8(R)={wjywweE,veR, w¢R}

Ein (r,s)-gerichteter Schnitt: r € R, s ¢ R
ACV, A=V \A §©) fir 3({v}), 8(v) fiir §({v}).

Lemma 3.3 Fiir jeden (r,s)-Schnitt 3(R) und jeden (r,s)-Fluss x gilt x(8(R)) - x(8(R)) =
fx(s)

Im Beispiel: R = {r,q,p} =4—-1=3

Beweis:
Z fx(V> =0
VER\ {s}
fx(s) = fx(s)
addiert: Z L) = fils)

veR

Wenn Kante e beide Endpunkte in R hat:

e=vw, vyw € R : tritt nicht auf, 0-Koeffizient in Summe

v-Gleichung, Koeffizient -1

v,wER } Koeffizient 0

w-Gleichung, Koeffizient 1
vER, w¢&R : Koeffizient 1
v R, weR : Koeffizient -1

fx(V) = Z Xy — Z Xyw

wveE yWweE

= Y £:(v) =x(8(R)) —x(8(R)) g.e.d.

VER

Korollar 3.4 Fiir jeden zuldssigen (r,s)-Fluss x und jeden (r,s)-Schnitt 8(R) gilt:

A

fr(s) Su(d(R))  u= Kapazitit
Im Beispiel: R = {r,p,q} — fi(s) <8
Beweis:  x(3(R)) < u(8(R))

—x(8(R)) 0

3.3
= fi(s) u(d(R)) q.e.d.
Dies ist dhnlich zur schwachen Dualitiit.

A IIA
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Satz 3.5 Max Flow Min Cut Theorem

Gibt es einen maximalen (r,s)-Fluss, so gilt
max{ fy(s)|x ist zul. (r,s)-Fluss} = min{u(8(R))|d(R) ist ein (r,s)-Schnitt}
(entspricht der starken Dualitét)
Beweisidee:
1. Finde (r,s)-Weg P mit x, < u,V e € P
2. Erhohe Fluss (alle x, € P) um min{u, — x.|e € P}

Im Beispiel: kein maximaler Fluss, trotzdem funktioniert diese Idee nicht.

Generalisierung: V Vorwirtskanten x, < u, und V Riickwirtskanten x, > 0

(1) Flusse
_____ 1_ [ >
{1} 7 S {1
Quelle .71 1A
'

Man betrachte den Weg r,q,a, p,b,s und setze Kante p,a zu 0.
— p,b kann auf 2 gesetzt werden, b, s auf 3, r,q auf 3 und ¢,a auf 2.
Nun R = {r,q,a} =4, also ist 4 der optimale Fluss. (Der Schnitt R muss immer die Quelle

enthalten).

Beweis: Mit Korollar 3.4 ist zu zeigen:
3 zul. Fluss x, 3 Schnitt 8(R) :  fy = u(8(R))

Sei x maximal zuldssiger Fluss

Def: R := {v € V|3 x erhohender (r,v)-Weg} ,,(u{r})“

Behauptung: 6(R) ist zugehdriger optimaler Schnitt.

Es gilt: r € R, s ¢ R (x optimal)

Vvw € 8(R) Xy = Uy (sonst r — ... — v — w, x erhdhend, aber w ¢ R)

Vww € 8(R) x,, = 0 (analog). 3 fi(s) =x(8(R)) —x(8(R)) = u(3(R))
Sdw)

Satz 3.6 Ein zuldssiger Fluss ist maximal genau dann, wenn kein x-erhohender Weg exis-

tiert.
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Beweis:
.= klar
»<=" Beweis von Satz 3.5 liefert Schnitt 6(R) mit f;(s) = u(d(R)) 24 x ist maximaler

zuldssiger Fluss. g.e.d.

Satz 3.7 Ist u ganzzahlig und existiert ein maximal zuldssiger Fluss, so existiert ein ganz-

zahliger maximal zuldissiger Fluss.

Beweis: wihle ganzzahligen maximalen Fluss. x und u ganzzahlig. 3 x-erhohender Weg
= 3 hoherer ganzzahliger Fluss.

Einfacher: Existiert ein maximaler zuldssiger Fluss so existiert auch der minimal zuléssige
Schnitt. Der wiederum setzt sich als Summe der ganzzahligen Kapazititen zusammen =-.

Diese Summe ist dann auch ganzzahlig.

Korollar 3.8 Ist x ein zuldssiger (r,s)-Fluss und 8(R) ein (r,s)-Schnitt, so ist fi(s) Maxi-
mum und u(d(R)) Minimum genau dann wenn: x, = u, Ve € 3(R)
x, =0 Ve € 3(R) g.e.d.

3.2 Erhohender Weg (Augmenting Path) Algorithmus

Starte mit zuldssigem Fluss x (z.B. x = 0)
while (dx-erhohender Weg P) do
E| := min{u, — x,|e ist Vorwirtskante in P}
E> := min{x,|e ist Riickwirtskante in P}
E :=min{E|,E;} ,x-Breite von P*
if (E = co) then
STOP ,kein maximaler Fluss*
else
erhohe Fluss auf P um E
end if
end while
STOP x maximaler Fluss R := {v € V|3x-erhdhender (r,v)-Weg} min Schnitt 5(R).

Suche nach einem x-erhohendem Weg

Hilfsdigraph G(x): V(G(x)) :=V
vw € E(G(x)) genau dann wenn vw € E und x,,, < u,,, oder wyv € E und x,,, > 0.
(r,s)-Wege in G(x) < x-erhohende Wege in G
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Genannt Breitensuche: Zeit O(m) pro Iteration. Im Beispiel (Hilfsdigraph zum ersten

Fluss mit Flusswert 3):

Satz 3.9 Ist u ganzzahlig und der maximale Flusswert k < oo, so terminiert der erhohen-

der Wege Algorithmus nach hochstens k Erhohungen:

Beweis: u ganzzahlig = alle x ganzzahlig und jede Erhohung erhoht den Fluss mindestens

um 1. q.e.d.

D.h. fiir rationale u terminiert der E-W Algorithmus (Skalierung auf ganze Kapazititen) -
dies gilt also nicht fiir irrationale Kapazitéten.

Problem:

unend|
unendl.

unendl.

Der Algorithmus wihlt immer abwechselnd rabs und rbas — keine Terminierung wenn
P immer iiber ab geht. Wenn nicht oo sondern grof8e Zahl M, so macht der Algorithmus M
Iterationen und hat einen Fluss von 2M.

= Schranke in 3.9 ist scharf

Inputldnge: n+m+logM

Ausweg: Kiirzeste x-erhohende, d.h. x-erhohende Wege mit minimaler Kantenzahl.

Satz 3.10 Dinitz [1970], Edmonds und Kasp [1972]
Wenn jede Erhohung auf einem kiirzesten, x-erhohenden Weg statt findet, so erfolgen
hochstens n-m Erhohungen.

Beweis: weiter unten nach anderen Sitzen.

¢ Keine Annahmen iiber:

— Existenz eines maximalen Flusses



3.2. ERHOHENDER WEG (AUGMENTING PATH) ALGORITHMUS 55

— Rationalitit von u

* Breitensuche findet einen kiirzesten x-erhdhenden Weg in Zeit O(m)

Edmonds und Kasp:

.- .. S0 simple that it is likely to be incorporated innocently into a com-

puter implementation.*

Korollar 3.11 Der E-W-Algorithmus mit Breitensuche lost das Max Flow Problem in Zeit
O(nm?)

Zum Beweis von Satz 3.10 zwei Lemmata:

Fluss x — x-erhohender Weg P v ,v1,..., v; Fluss X/

=r =s
dy(v,w) kiirzeste Linge eines v — w-Weges in G(x) (= o falls keiner existiert).

dh. di(rvi)=i di(vi,s)=k—iV0SiZk
wv € E(G(X)),ww & E(G(x))= (Ji))w=v;, v=vi_)

Kante ist jetzt in G(x") da Fluss dort aufgebaut wurde.

Lemma 3.12 Fiir jedes v € V gilt:

dy(r,v) 2 dy(r,v) und dyy(v,s) 2 dy(v,s)

Beweis: Annahme: (v € V) dy(r,v) < dy(r,v)
Wihle v mit dy (r,v) Minimum, es gilt dy(r,v) >0 (v #0)

ZuG(X): P:r = —...— w— v, wistalso der vorletzte Knoten.
————

Vorwirts- oder
Riickwirtskanten

Linge des Weges = dy(r,v)

Annahme:
de(r,v) > dy(rv)
= dy(nw)+1 (%)
> di(r,w)+1
=w e E(GX)) wvgE(G(x))
= (F)w=v,v=vi
€4 i > i 1y

= Distanz von v = v;_ =Distanz von w = v;

dy(r,s) 2 dx(v,s) analog q.e.d.
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D.h. < n— 1 Phasen, in jeder Phase: Augmentierungen auf Wegen einer festen Linge k.
Frage: Wie oft?

E(x) := {e € Ele ist Kante eines kiirzesten x-erhohenden Weges }
Lemma 3.13 gilt dy(r,s) = dy(r,s), so gilt E(x') C E(x)

Beweis: Sei k = d(r,s) =dy(r,s), e € E(X)
= e = v;_1v; oder e = v;v;_1 in x’-erhdhendem Weg:

=V N

P A= ~~ =
: \V() ’vi""vi_lll}i"" Vi

J/

-~ -~

dy(rv)=i—1 dy(w,s) =k—i

2 de(r,v) +dx(w,s) =k—1

Annahme: e ¢ E(x) = x, #x, =>e¢€P=e¢ € E(x) }

= E(X') CE(x)

Noch zu Zeigen: E(x') # E(x): Je € P: e vorwirts und x, = u, oder e riickwirts und x, = 0

Annahme: e € E(x)

= Jeder x'-erhbhende Weg benutzt e anders herum als in P
(3i) Lénge von P’ > —_ kil 1 =kE2
:>6¢E(x/> Fo.vi Viil...S Vi Vio
Anschaulich: e ist der Flaschenhals von P.

Beweis von Satz 3.10:

Lemma 3.12 =- hochstens n — 1 Phasen

Lemma 3.13 = hochstens m Erhohungen pro Phase
= mn Erhohungen. g.e.d.

D.h. Gesamtlaufzeit fiir kiirzeste erhohende Wege Algorithmus O(nm?). Spiter noch ein
Algorithmus mit Laufzeit O(n*m).

3.3 Anwendungen von Max Flow Min Cut

3.3.1 Bipartite Matchings und Knoteniiberdeckungen

Bipartite Graphen G(V, E) ungerichtet

V=PUQ E={pqlpcPqcQ}
PNQ =@ {P,Q} Bipartition der Graphen.
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Bsp:

Bipartites Matching M
M C E mit keine zwei kanten in M haben einen gemeinsamen Endknoten, b.z.w. (Vv €
VI{eeMlvee}| £1

Im Beispiel z.B:
o0—O

®)
o0——0

Heiratsproblem

Manner Frauen

Hierbei verdeutlichen die Kanten ein ,,sich mogen* und es sollen moglichst viele Paare
verheiratete werden aber nur solche die sich mogen. Eine Losung ist:

Manner Frauen

Hierbei konnen also sechs Paare verheiratet werden, wiren auch mehr moglich?

C C V heillit Knoteniiberdeckung falls:

(VWwweE)veCoderwe C
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Offensichtlich handelt es sich hier um Schwache Dualitit.
M Matching im bipartiten Graphen G = (V,E)

C Knoteniiberdeckung im bipartiten Graphen G = (V,E)
= M| = [C]

nun die Knoteniiberdeckung (grau gefirbte Knoten:)

Manner Frauen

Diese hat nun auch 6 Knoten also ist die Lésung auch optimal:

6 = max |M| = min|C]

Satz 3.14 Satz von Konig [1931]
Fiir bipartite Graphen G = (V,E) gilt:

max{|M|| ist Matching } = min{|C|| ist Knoteniiberdeckung }

Beweis: Aus ungerichtetem Graphen G = (V, E) konstruieren wir einen gerichteten Gra-
phen G’ (V' E") wie folgt:

V':=vVU{rs} E':Vpq€E,pePqc Q gerichtete Kanten pg € E' mit der Kapa-
zitdt u,, = oo, zusitzlich Vp € P gerichtete Kante rp mit Kapazitit u,, = 1 und Vg € Q

gerichtete Kante gs mit Kapazitét ug, = 1

Im Beispiel:

Sei x ein ganzzahliger (d.h. 0/1) Fluss in G’ mit Flusswert k.
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Wir definieren M C E durch:

pq €M falls xp, =1

Fiir pqg € E gilt
P4 g { pq € M falls x,, =0

Dann ist M ein Matching in G mit Kardinalitt k.

Umgekehrt: Sei M ein Matching in G mit Kardinalitit &.

Wir definieren x,,, fiir vw € E’ durch:

1 fall eM
vePweQ :x,,= amsvw

0 fallsvw g M

1 (deecM)we
v=rLweP :x,= (3e Jwee

0 sonst

1 (deeM)ve
veEP,w=s X, = (3 Jvee

0 sonst

Dann ist x ein ganzzahliger zuldssiger Fluss in G’ mit Flusswert |M].

D.h. wir konnen das maximale Kardinalitdt Matching mit Max-Flow Berechnung bestim-
men mit hdchstens min{|P|,|Q|} < n Flusserhohungen. Satz 3.9 liefert uns die Laufzeit
O(mn) Sei & ({r} UA) mit A C V ein minimaler (r,s)-Schnitt in G’

Endliche Kapazitit des Schnitts = (fvw € G)vEANP, wc Q\ A.

= Jede Kante e € G ist inzident zu einem Knoten in C:= (P \ A)U(QNA)

= C ist Knoteniiberdeckung mit Kardinalitit |C| = |P \ A| 4+ |Q NA| = Kapazitit des
Schnitts = max{|M||M Matching}

D.h. der Algorithmus kann auch eine minimale Knoteniiberdeckung berechnen.
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3.3.2 Transportproblem

Gegeben: bipartiter Graph G = (V,E),V =PUQ,ac Zt b c Zg
Gesucht: x € R® mit:

Z Xpg S a,VpeP
q€0, pq€E

Z Xpg = by

PEP, pqeE
Xpg 2 0Vpg€eE
Xpg ganzzahligV pg € E

Nun ist gefragt ob alle Nachfragen » mit den gegebenen Kapazititen a iiberhaupt be-
friedigt werden konnen. Mathematisch ist also gefragt, ob eine zuldssige Losung fiir das
Problem existiert. Auch dieses Problem dhnlich wie das Matching-Problem wird auf ein

Max-Flow Problem iibertragen: Beispiel:

Transportproblem Flussproblem
G G'
1 3
2 1
4 2 unendl.
Anbieter ME Nachfr ME
3 Losung x € ZE < J ganzzahliger zul. Fluss mit Wert Z by

q<Q
Nach der Umformung kann man einfach den Max-Fluss Algorithmus anwenden:
Max-Flow-Min-Cut Theorem:
(TB) hat Losung genau dann wenn jeder (r,s)-Schnitt in G’ als maximale Kapazitit we-

nigstens Z by hat.
q<Q

Fir A C P, B C Q ist die Kapazitit des Schnitts:

FAUBU{r})= Y ai+ ) b,

i€P\ A JEB
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Y a+)Y bjz2) bogdw. Y az ) b

i€EP\ A JjeB qeQ ieP\ A j=0\B

Wir konnen die Uberpriifung beschriinken auf solche A C P fiir die gilt: Jeder Knoten aus
P\ A ist mit einem Knoten aus Q \ B adjazent.

FirCCV:
N(C):={weV]jyweE fireinv € C} = (ungerichtete Nachbarmenge)

also konnen wir annehmen:
N(Q\B)=P\A
Fazit:

Satz 3.15 3 Losung fiir (TB) genau dann wenn (Y C C Q) a(N(C)) = b(C)

Interpretation: Fiir jede Kundenteilmenge muss der Bedarf durch die moglichen Produ-

zenten gedeckt sein.

3.4 Minimale Schnitte und lineare Optimierung

Max-Fluss Problem als LP

(LPMF) max Z Xypg — Z Xew

weV, wseE wevV, sweE
() Z Xwy — Z X = 0VveV\{ns}
weV, wveE weV, vweE
(va) Xow S Uy VVWWEE
Xow = OVwEE

Duales LP

(DLPMF) min ) tyZp
yweE

VA Ywtzow = 0VweE, vweV\{ns}
Yywtzw = 0OVrweE
Y4z = 0VvreE
—Vo+zys = 1VvseE
Ywtzsw = —1VsweE
Zww = O0VweE
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Vereinfachung durch setzen der neuen Dualvariablen:
yr=0 ys=—1
erhalten wir die gemeinsame Form:

—V Tt Yw+ 2w 20 VwekE

Die Addition von 1 zu allen y, (v € V) édndert die Restriktion nicht, also ist (DLPMF)

dquivalent zu:

(DLPMF') min Ytz

vweE
yro= 1
ys = 0
Vot Ytz = 0VweE
Zww = O0VweE

Satz 3.16 Fualls (DLPMF’) eine Optimallosung hat, so hat (DLPMF’) eine Optimallo-
sung der folgenden Form:

Fiir einen (r,s)-Schnitt 8(R) ist y der charakteristische Vektor von R und z der charakte-
ristische Vektor von 3(R)

Beweis:
Wiihle 8(R) MIT r € R als minimalen Schnitt und y, z als die entsprechenden charakteris-
tischen Vektoren. Dann gilt:

)’r:1> yS:07 vaZO VVWGE

und:
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—Ya = Yb + Zab ~Ye T Yd — Zcd
—-14+140 = 0 =04+0+0 = 0

=Yy +Yw+ 2w —Ye tYVf+ Zef

=—14+40+1 = 0 =0+140 > O

Somit ist y, zuléssig fiir (DLPMF’) und der ZF-Wert ist:

Z UywZyw = u(3(R))

yweE
Max-Flow-Min-Cut
= Wert des max. Flusses

= Optimaler Wert (LPMF)
Pualldsth- Optimaler Wert von (DLPMF’)

Formulierung des minimalen Schnitt Problems ohne y-Variable

(LPMC) min ) uez,
eckE
s.t. Z ze = 1 Veinfache (r,s)-Wege P
ecP
Ze = 0OVeckE

1 falls e € 8(R)

Offensichtlich: Jeder charakteristische Vektor eines (r, s)-Schnittes 8(R) z, = { 0 .
sons

ist zuléssig fiir (LPMC).

Satz 3.17 Falls (LPMC) eine Optimallosung hat, so hat (LPMC) eine Optimallosung, die

charakteristischer Vektor eines (r,s)-Schnittes ist.

Beweis: Wiire u, < 0 fiir ein e € E, so wire (LPMC) unbeschrinkt, also gilt: u, 2 0Ve € E
Sei 7/ charakteristischer Vektor eines minimalen (r, s)-Schnittes 8(R). Das duale LP lautet:

(DLPMC) max ) wp
peinf. (r,5)-Weg

s.t. ZWP < u, VeckE
P
wp = 0 Veinf. (r,5)-Wege P
Sei x ein maximaler Fluss mit Wert F.
Wiederhole:
Finde einfachen (r,s)-Weg P der Form:
Xe >0 Xy >0 X, >0 Xe, >0

vy — e — 6 — .., — @& — §
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Setze w), 1= min{x,,|1 =i <k}
Setze fiir 1 i S k: x,, :=X,; —wp bis fy = 0. Nun gilt } ' w, = F
P

Die Prozedur terminiert, da immer wenigstens ein x, Null wird.
w ist zuldssig fiir (DLPMC) und

Y wp =) ez,
P

= 7 ist optimal fiir (LPMC)

3.5 Der Algorithmus von Goldberg und Tarjan [1988]

Vereinbarung: Falls vw € E und wv &€ E setzen wir u,,, = x,,,, = 0 (nur fiir Beschreibung

des Algorithmus, die Implementierung fiigt Kante nicht hinzu).

Fiir x € R® (nicht notwendigerweise Fluss) mit 0 < x, < u, V e € E definieren wir den
Hilfsdigraphen G(x).
vw € E(G(x)) < Xy < Uy, oder x,,, > 0. Parallele Kanten in G(x) sind nicht erlaubt.

Restkapazitit von vw: idy,, 1= Uy — Xy + Xy
(ityy kann auf vw zusitzlich flieBen ohne 0 < x,,, < u,,, zu verletzen. Eine solche Losung

verletzt im Allgemeinen aber die Flusserhaltungsbedingung)

x hei3t Priafluss (Preflow) falls:

i(v) 20 VveV\{ns}

Push Operation fiir vw € E mit i,,, > 0 und f(v) >0

Xow < Xypw +£nin(’/_lVW7 fx(”l
TV

=€

Erhilt die ,,zulédssiger Préfluss® Eigenschaft. (Falls auch wy € E und € < ii,,,)
Xy <  Xyy —Min(€, Xy)
—_———
=¢/

XVW < xVW + 8 - 8/

Beispiel:



3.5. DER ALGORITHMUS VON GOLDBERG UND TARJAN [1988] 65

fx(v)=2

Zu erkennen ist dass hier auch die ,,zulédssiger Prifluss* Eigenschaft erhalten bleibt.
Knoten v € V' \ {r,s} ist aktiv falls fi(v) >0
= Ein Prifluss ist ein Fluss, falls es keine aktiven Knoten gibt.

Grundoperationen:
1. Wihle einen aktiven Knoten v
2. Wihle vw € G(x)

3. push vw

Wesentlich ist die richtige Reihenfolge, sonst konnte der Algorithmus unendlich operie-
ren: push(vw), push(wv), push(vw), push(wv),...

d € (Z+U{e}) ist eine giiltige Nummerierung (valid labeling) beziiglich eines Priflus-

ses x falls:
dir) = n
dis) = 0
dv) = dw)+1 VwweG(x)

Invariante des GT-Algorithmus: Zulédssiger Priafluss mit giiltiger Nummerierung.

Initialisierung:
Initialisiere (x,d);
. I/tij, fallsi=r
Vij € E setze x;j =
0 sonst
n, fallsi=r

VieVsetzed;, = {
0 sonst

x, d erfiillen giiltige Nummerierung (wir miissen annehmen, dass alle u,, < oo falls nicht,

so kann man diese Bedingung herstellen. In der Ubungsaufgabe...)

Beispiel:
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Lemma 3.18 Ist x ein zuldssiger Priifluss und d eine giiltige Nummerierung beziiglich x,

so existiert ein (r,s)-Schnitt 8(R), so dass

Xow = Upy Vvw € J(R)
xow = 0 Vwwed(R)

Beweis: In einer giiltigen Nummerierung 3k, 0 < k < n, d(v) # kVv € V (n— 1 Zahlen
auf n — 2 Knoten, einer bleibt iiber)

Setze R:={v e V|d(v) >k}

dann ist r € R, s ¢ R und wegen giiltiger Nummerierung kann keine Kante in G(x) R

verlassen = Behauptung.

Korollar 3.19 Hat ein zuldssiger Fluss eine giiltige Nummerierung, so ist x, ein maxi-

mum Fluss.

Korollar 3.19 liefert Terminierungsbedingung. Invariante:

1. zuléssiger Prifluss

2. giiltige Nummerierung (d.h. saturierter Schnitt)

Terminierung sobald Fluss.

vgl. Erhhender Wege-Algorithmus: Invariante:

1. zuldssiger Fluss
2. Terminierung, sobald ein Schnitt saturiert ist.
Die giiltige Nummerierung approximiert Distanzen in G(x)
Lemma 3.20 Fiir jeden zuldssigen Prdifluss x und jede giiltige Nummerierung D beziig-

lich x gilt:
di(v,w) 2d(v) —d(w) YvyweV
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Beweis: fiir dy (v, w) = oo trivial.
fiir d,(v,w) < oo, P ein kiirzester gerichteter (v,w)-Weg in G(x).
Wir addieren die Ungleichungen d(p) — d(q) < 1 fiir alle pg € P.
Summe: d(v) —d(w) q.e.d.
Insbesondere gilt:
d(v)
dv)—n

dy(v,s)
dy(v,r)

A NIA

Also d(v) 2 n = dy(v,s) = o0
D.h. in diesem Fall sollte der Fluss Richtung Quelle ,,gepusht* werden.

Strategie : push(vw) mitd(w) < d(v)

giiltige Nummerierung
w € G(x) —dw)=d(v)—1
d(w) <d(v)

vw eine zugelassene Kante (admissible arc) falls vw € E(G(x)),d(v) =d(w)+1
Ein push(vw) auf vw erhilt die giiltige Nummerierung. wv konnte in E(G(x')) sein, aber
d(w) < d(v)+ 1 gilt bereits vorher.

Was ist aber nun wenn v aktiv ist aber (Bvw € G(x)) d(v) = d(w)+ 1? Antwort: relabel (v):
d(v) < min{d(w)+ 1|lvw € E(G(x))}.

Auch danach ist die Nummerierung in G(x) noch giiltig:

<=k-1 lu
k
<=k-1 I
I, Z2k—1
hier: [, >k
Iy >k—1
hier: 1, = k

Wenn /,, Minimum ist, dann erhilt v also die Nummer /,, + 1

process(v)
while J zugelassene Kante vw do
push(vw);
if v aktiv then
relabel (v)
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end if
end while

Der Goldberg-Tarjan Algorithmus

initialize (x,a);

while x is not a flow do
choose active node v;
process(v)

end while

Beispiel: Wir wihlen immer v mit groBter Distanz d(v) ,,maximum distance®-Version des

GT-Algorithmus. Vielen Dank an Daniel Teske fiir die Zeichnungen...

An den Knoten sind die grauen Zahlen die Distanzlabel, die dunklen Nettofluss/Uberschuss,

an den Kanten sind die Kapazititen hell und der Fluss dunkel.

d(g)<-2
push(qa)

103 d(a)<-2
push(ap)
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dig)<4 1 2
push(ga)

d(a)<-6
push(ga)
N

d(a)<-5
push(aq)

10 10
d@)<7 Qv—‘ d@<7 1 Q— 70

push(ag) v push(an) v ,
N 0 N 7
6 -5 I 01 6 (4
P E—

d(b)<-1
push(bs)

Satz 3.21 Der (max-distance) GT-Algorithmus ist korrekt. Der GT-Algorithmus fiihrt O(n?)
relabel Operationen durch, sowie O(n*m) push-Operationen in der Urversion und O(n*/m)

in der max-dist-Version.

Die Urversion kann so implementiert werden, dass sie O(nzm) Zeit benotigt, die max-
dist-Version so, dass sie O(n>\/m) Zeit beniitigt.

Beweis: Korrektheit folgt aus Korollar 3.19: Falls GT-Algorithmus terminiert, so mit ei-

nem maximalen Fluss.

Die Laufzeit ist sehr aufwendig zu beweisen, deswegen verzichten wir an dieser Stelle
darauf.

Aus der Praxis kann man sagen das der GT-Algorithmus dort gute Ergebnisse erzielt.
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3.6 Minimale Schnitte in ungerichteten Graphen (,,Min-
Cut®)

Gegeben: ungerichteter Graph G = (V, E) mit Kantenkapazititenz, =0 Ve € E.

Gesucht: @ # S C V mit z(8(S)) Minimum.
Dieses Problem tritt z.B. als Teilproblem des TSP auf.

Spezialfall: z, = 1V e € E: Bestimmung des Knotenzusammenhangs. (minimale Anzahl

von Kanten die entfernt werden miissen um G unzusammenhéingend zu machen).

Sei G zusammenhédngend (sonst ist es trivial), z.B. Breitensuche findet in Linearzeit ein
S mit z(8(S)) = 0. Das Problem kann offensichtlich via (}) (r,s)-Max Flow-Min-Cut

Berechnungen gelost werden. — Laufzeit O(n°)

Schrumpfen eines Knotenpaares i, j € V

1. V—V\{ij}u{p} pistalsoneuer Knoten.
2. Ersetze in p jedes Paar von Kanten
e =ik e =jk

durch:
e’ = pkmitz, =z + 2z
3. Ersetze in E alle Kanten ie durch pe mit z,, = z;,

4. Ersetze in E alle Kanten je durch pe mit 7, = zje

Beispiel:

A(G): Kapazitit eines minimum Schnittes in G

MG i, j): Kapazitdt eines minimum i-j Schnittes in G
Lemma 3.22 A(G) = min(A(G;;), M(G;1, ]))

Beweis: trivial
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Das Verfahren

wiederhole n — 1 mal:

wihle r,s € V;
Bestimme (7, s)-min-cut 3(S);
Falls z(8(s)) < z*

S*.=9;

zF:=2(8(9));

Schrumpfe r und s

liefert (mit G-T Algorithmus) eine Losung in O(n*) Zeit.

Ein einfacher Min-Cut Algorithmus

Grundidee: Nagamochi und Iberaki [1992]
Effiziente Implementierung von Nagamochi, Ono und Iberaki [1993]
einfache Korrektheitsbeweise: Frank [1994], Stoer u. Wagner [1994]
Beschreibung von Stoer und Wagner:
Notation z(A : B): Z Zap firA,BCV

acA

beB
Z(A : D) statt z(A, {b})

Erinnerung: Prims Algorithmus fiir einen minimum spannenden Baum: Min Spanning
Tree (G,z,a) [a € V beliebig].

W :={a};
T .=,
while W £V do

wihle v & W mit z,,, = min{z,,,|w € W,wv € E}
W:=WuU{v}; (Fiige einen am schwichsten mit W verbundenen Knoten hinzu)
T :=TU{uv};

end while

dhnlich:
Min_Cut_Phase
W :={a};
while W £V do
wihle v € W mit z(W : v) = max{z(W :v)|[v € W},
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W:=WU{v}; (Fiige einen am stidrksten mit W verb. Knoten hinzu)
end while
Sei s der vorletzte, ¢ der vorletzte zu W hinzugefiigte Knoten.
7 =2z(8(1));
0" := Menge der von ¢ reprisentierten Orginalknoten (Phasenschnitt);
Schrumpfe s und 7

Berechnung des Min-Cut(g,z,a);
Zmin = ©°;

while |V| > 1 do
Min_Cut_Phase(G, z,a);

if z* < Zmin then

Zmin (=23
Omin := 0%;
end if
end while

Lemma 3.23 Jeder Phasenschnitt ist ein minimum (s,t)-Schnitt im jeweiligen ,, Phasen-

graphen®, wobei s vorletzter und t letzter zu W hinzugefiigter Knoten ist.

Beweis:
Hinzufiigungsreihenfolge
—

Situation:
a—e— ... — 85—

Sei C C E ein beliebiger(s,#)-Schnitt in G

Wir zeigen z(C) = z* = z(8(7))

v # a hei3it aktiv beziiglich C, falls wv € C mit w = direkter Vorgénger von v.
A, CV: Menge aller Vorgiinger von v (ohne v)
Co:={xyeClx,ycA,U{v}} CC

Beispiel:

Erster aktiver Knoten

a
a (O @) \ \1\\:/%1/
Schnittkanten W nicht Element von Cv

Element von Cv

Behauptung: Fiir jeden aktiven Knoten gilt z(A, : v) < z(C,). Beweis: Induktion tiber ak-
tive Knoten:
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Fiir den ersten aktiven Knoten v; gilt z(A,, : vi) = z(C,, ). Die Behauptung gelte fiir alle
aktiven Knoten bis zu v. Sei n der néchste aktive Knoten.

Situation:
eC eC
ae...e —yo...0 —U...S5...1
Aye Ay \Av
A,
2(Ayiu) = z(Ay:u)+z(Ay \ Ayt u)
Es gilt: < z(A,:v) (Dav stirkster mit A, verb. Knoten)
é Z(Cv
< z2(C)+z(AL\ Ay u)
-—A-\v Au\ Av "\‘
@ u 9’) O """ O O
z(Cv) u_,x"
Z(Au\ Av : u)
----- Rest

alles zusammen: z(C,) < z(C,) q.e.d (Beh.)

st € C=taktiv = 7" =z(8(r)) = z(A; : 1) = z(C;) = z(C) q.e.d. (Lemma)

Laufzeit
MINIMUM_CUT_PHASE
Priorititsschlange fiir Knoten in V' \ {a}
Schlissel firv e V' \ {a}
key(v) = z(W : v): Gesamtkapazitdt der Kanten zwischen v und derzeitigem W. Neu
hinzuzufiigender Knoten v via EXTRACT_MAX
Update: key () := key(u) +zy,, fiir u ¢ W falls vu € E — INCREASE_KEY_OPERATION

fiir jede Kante e € E genau einmal

insgesamt:

n = |V| EXTRACT_MAX .
Operationen

m = |E| INCREASE_KEY

o(l
mit Bindr-Heaps (Informatik I) je: (logn) Zeit
O(logn)

o(1
mit Fibonacci-Heaps je (logn) Zeit
o(1)
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d.h. O(m+nlogn) Zeit fir MIN_CUT_PHASE
O(n)-Phasen — O(mn +n?logn) Gesamtzeit.

Satz 3.24 Der Phasenschnitt-Algorithmus findet einen minimum Schnitt in einem unge-

richteten Graphen in O(nm+n?logn) Zeit.

In dieser Vorlesung teilte Prof. Jiinger noch ein Blatt mit Beispielen zum Phasenschnit-
talgorithmus sowie einen Artikel (Jiinger M.; Rinaldi G.; Thienel S. (2000). Practical
performance of efficient minimum cut algorithms. Algorithmica v26nl S. 172-195).



Kapitel 4

Minimale Kostenfliisse

4.1 Optimalititsbedingungen, Reduktionen

(LPMKFP)  min ) cex.
= b, YVveV
0<x. £ u, VeckE
Man kann es auch ganzzahlig betrachten, dann gilt x, € Z.

u€ (RuU{e}® b(V)=0 b, > 0 Nachfrage an Knoten v
b, < 0 Vorrat

Spezialfille:

e ¢ = 0: Zuléssigkeitsproblem (Losbar als Max-Fluss Problem)

e rnseV,b,=—1,b;=1,b,=0VveV\{rs}, u, =VecE — dannistes das
LPKW

* Transportproblem:

— G bipartit V = PU Q (Bipartition)
- a, (p € P) Vorrat

- by (g € Q) Nachfrage

¢pq (pq € E) Transportkosten

min Z CpqgXpq

pgeE
Y xpg = by VgeQ
PgckE
Z Xpg = ap Vp € P (-—1 macht daraus ein LPMKFP)
pgek

Xpqg = 0VpgeE

75
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wenn zusitzlich x,, < u,, gilt handelt es sich um ein kapazitiertes Transportpro-
blem.

* u, = oo Ve € E: Transshipment Problem

Dualisieren:

(LPMKFP)  min Y cex.

eckE
fx(v) = b, VveV (y)
—Xpw = —lUyy VVWWEE  (2)
Xpw = OVweE

(DLPMKFP)  max Y by, — Ytz

vevV vweE
=Y+ Yw — Zow cow VVIWEE

OVweE

IAVANIVAN

Zyw

falls u,,, = oo — keine Variable z,,,

Cyw = Cyw + Yy — Yy reduzierte Kosten von yw*
Ue =00=Co 20
Ue 0 =>Ze 2 —Cor Ze 2 0
Setze z, = max{0,—¢,} d.h. z, ,,unnédtig*
Beschriankung auf y:
Komplementire Schlupfbedingungen
Xe>0 = —¢,=z,=max{0,—C.}
& 6 S0
2e>0=—-C.>0=c<0=x.=1u,
& —,>02c¢,<0

Satz 4.1 Eine zuliissige Losung x von (LPMKFP) ist optimal genau dann wenn ein’y € RV

existiert, so dass fiir alle e € E gilt:

Ce <0 = xe=u, (Foo)
ce>0 = x,=0

Kosten eines Weges Pe — o — o — ... — o — o:
C,= Z € P, e vorwirts ¢, — Z € P, e riickwirts ¢,
e e

Ein x-erhohender Weg P mit Erhohung um g, entspricht einer Kostendnderung

cx—clx+ eCp
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Verbesserung eines zulédssigen x-erhohenden Kreises mit negativen Kosten mit einem
Hilfsdigraph G(x):
Vvw € E mit X, < y,, Kosten ¢, = ¢y

Vyvw € E mit x,,, > 0 Kosten ¢/, = —cy

Beispiel (c,u,x):

Satz 4.2 Eine Zuldssige Losung x von (LPMKFP) ist optimal g.d.w. kein x-erhohender

Kreis mit neg. kosten existiert.

Beweis:

Lose das kiirzeste Wege Problem in G'.

Resultat: Entweder negativer Kreis oder zulidssiges Potential:

1. Moglichkeit: Negativer Kreis: enthilt r nicht, liefert also x-erhohenden Kreis mit
negativen Kosten.
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2. Moglichkeit: zul. Potential:

v+l 2 yw Vyw € E(G(x))
Y+ Cow Z yw falls x,,, < uyyy

<~
Yy — Cyy = Yy falls x,,, >0

- Xe <Ug=>Ce =0 ,,Konstruktion eines optimalen y
X >0=¢<0 aus einem optimalen x*

Ce < 0= x, = . .
& ‘ e = e Optimalitétsbed. aus Satz 4.1 g.e.d.
ce>0=x.,=0

Satz 4.3 Hat (LPMKFP) eine Optimallosung und ist ganzzahlig, so kann y in Satz 4.1
ganzzahlig gewdhlt werden, d.h. (DLPMKFP) hat eine ganzzahlige Optimallosung.

Beweis: Kantengewichte ganzzahlig = Kiirzeste Wege Kosten ganzzahlig q.e.d.

Satz 4.4 hat (LPMKFP) eine zuldssige Losung so existiert eine Optimallosung genau
dann, wenn es keinen negativ gerichteten Kreis gibt, dessen Kapazitditen alle unbeschrdnkt

sind.

Beweis:

=" J negativer Kreis... = (LPMKFP) unbeschrinkt. trivial.
="
Es reicht zu zeigen (DLPMKFP) hat zuléssige Losung (y,z)

Fiir u, # oo wihle z, = max{0, —c,}

? negativer gerichteter Kreis ...

Also brauchen wir y mit ¢, = 0 Ve mit u, = o

G ohne
O Kanten e mit
ue < unendl.

(nicht Element V

wiihle y als zuldssiges Potential in G'. g.e.d.
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Konstruktion eines optimalen x aus optimalem y
Bedingungen fiir x:
fiv)=b, YveV
0<x=Zu
Ce>0=2x,=0
Ce <0=x.=u,

Definiere:
, Ofallsc, >0
U, =
U, sonst
o u, falls ¢, < 0
¢ 0 sonst
fx<V) = b,
ORI COR Sy

Lose () mittels Maximum-Fluss-Algorithmus.

79

Satz 4.5 Sind b und u ganzzahlig und hat (LPMKFP) eine Optimallosung, so existiert

eine ganzzahlige Optimallosung. q.e.d.

Reduktionen:
A
minel x
av§fv(x) § b, VveV
l.<x. < u, VecE
auf (MKFP)
Wir dirfen annehmen, dass
Al (VveV) a,=b,
G"
Cry
(nicht Element V) Lry
Uy
by

Ersetze alle a,, durch b,

im neuen Problem gilt:
X+ fi(v)=b, Vrev
= Xy = by — fr(v)

0
0
b, —a,

_va

vev
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D.h.:
Ay éfx(v) Sbe0=x,2b —a
< L,

SaySby— xn =
~—
20 redundant
S X S by —ay

Zulissige Losungen des neuen Problems eingeschrinkt auf die alten Kanten sind

genau die zuldssigen Losungen des alten Problems:

* Gleicher ZF-Wert
* O(m) Kanten O(n) Knoten, d.h. keinen Effizienzverlust

A2 (Ve€E)l, # —oooder u, # o
Dies wird eine Ubungsaufgabe sein!

A3 (Ve€E)l,#oo
Nach A2 gilt: [, = —o0 = u, # o0

e e
Ersetze v — wdurch v <— w
Co = —Ce
lo = —ue
Uy oo

A4 VecE)I],=0
Up := Up— I,
(e=w)b, = b,+I,

b, = by,—1I
l,:=0

by by
o~ Zx,Zu, AN .
v =5 by, Fluss mit Kosten k&
by—Ie

by+le 0t L <1t
<xe—l,Sup—l, A .
nachher: “v v ~— =5 ‘7w Fluss mit Kosten k — c,/,

vorher:

B (MKFP) auf das Transshipment

Ce,ueyéoo Ce, 07°° 07°° :
— W — Vv—p<—qg—wmith, =u,und by = —u,

N
Vor der Umwandlung O(m + n) Knoten und O(m) Kanten. Nach der Umwandlung
O(n+ 2m) Knoten und O(3m) Kanten. Das ist in der Praxis ineffizient, aber genug

um zu zeigen, dass gewisse Algorithmen polynomiell sind.
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4.2 Primale Minimum Kosten Fluss Algorithmen

4.2.1 Basis-Algorithmus
Dieser Algorithmus stammt von Kanorovich [1942]. Er lduft so:

Finde eine zuldssige Losung x;
while (4 x-erhohender Kreis mit negativen Kosten) do
Finde einen x-erhohenden Kreis C mit negativen Kosten;
if (C hat keine Riickwirtskanten und keine Vorwirtskanten mit endl. Kapazitit) then
STOP ,,unbeschriankt®;
end if
Augmentiere x auf C;
end while

Dabei stellt sich die Frage, wie viele Flusserhohungen durchgefiihrt werden.
Max-Fluss-Problem als spezielles MKFP

-1, unendl.
(cu)

x-erhohende Wege = negative Kreise.

= evtl. keine Terminierung.

Abhilfe Max-Fluss: Kiirzeste augmentierende Wege
hier: ,,negativste* Kreise?
nein: die Kreise im Beispiel sind ,,negativst®, stattdessen:

minimale Durchschnittskosten fiir Kreis C

. Kosten C
" Linge C

= kiirzeste Wege im Max-Fluss.
Zeit pro Iteration O(mn) mit Bellmann Ford < zu teuer
aber: ergibt polynomiellen Algorithmus (nach Goldberg u. Tarjan [1989])
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4.2.2 Die Netzwerk-Simplex Methode

Erinnerung: Satz 2.10: Spaltenbasen entsprechen eins zu eins den aufspannenden Béu-

men.

Hier anderer Zugang: Spezialisierung des Basis-Algorithmus. Annahme: G ist zusammen-
hingend (OBdA: sonst Zusammenhangs-Komponenten getrennt behandeln)

— G hat aufspannenden Baum (ab jetzt genannt Baum)

Zunichst Spezialisierung auf das Transshipment-Problem. (u, = oV e € E)

Baum-Losung x € RE mit:

vy = b, WweV
X = 0 VegT

fur einen Baum T

Lemma 4.6 Zu je zwei Knoten u und v eines Baumes T existiert ein eineindeutiger (u,v)-

Weg in T. Beweis klar. g.e.d

Lemma 4.7 Ein Baum T bestimmt eindeutig seine Baumlosung.

Beweis:

r € V(T) beliebig fest ,,Wurzel“

h=pqeE(T)

R(T,h) = {v € V(T)|eindeutiger (r,v)-Weg in T benutzt & nicht}

—b(R(T,h)) falls p € R(T, h)
b(R(T,h)) falls g € R(T, h)
Die Umkehrung gilt nicht, z.B. alle b, = 0 = alle Baumlosungen =x =0

=X =

Satz 4.8 Hat (G,b) eine zuldssige Losung, so auch eine zuldssige Baumlosung, hat (G,b)

eine optimale Losung, so auch eine optimale Baumlosung.
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Beweis: Sei x eine zulédssige Losung, aber keine Baumlosung
= 3 Kreis C mit positivem Fluss auf jeder Kante (OBdA habe C eine Riickwirtskante,
sonst wihle C anders herum).

) . . . x. + € falls e Vorwirtskante in C
€ := min{x,|e ist Riickwirtskante} x, — o _
x, — € falls e Riickwirtskante in C
Resultat: Ein neues zuldssiges x mit weniger Kanten mit positivem Fluss

SchlieBlich: Baumlosung

Jetzt x optimale Losung, Kreis C mit positivem Fluss.
Aus Satz 4.2: (zuldssiges x ist optimal g.d.w. kein neg. Kreis) = C hat Kosten 0

Weiter wie oben

Grundidee der Netzwerk-Simplex-Methode

* Erzeuge Eine Folge von Baumlosungen

* Suche nach speziellen negativen Kreisen zu jeder Kante e = vw ¢ T existiert ein

eindeutiger Kreis C(T,e) mit:

- fe€C(T,e) - feTU{e}
— e ist Vorwirtskante in C(7,e)
- Der ,,Anfangsknoten® s von C(T,e) ist der erste gemeinsame Knoten der ein-

fachen (v,r)- und (w,r)-Wege in T

Satz 4.9 Definiert der Baum T die zuldissige Baumlisung und hat C(T,e) nicht-negative

Kosten fiir alle e ¢ T, so ist x optimal.

Beweis: Sei y € R mit y, = Kosten des einfachen (r,v)-Wege in T Fiir alle v,w € V gilt:

Kosten des einfachen (v, w)-Wege = y,, — y,.
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Also gilt fiir die reduzierten Kosten: ¢,,, = ¢y +yy — Yw

falls vw € T: & = cow + Yy —Yw =Yw =W +3v —yw =0

falsyw € E\T: ¢y = .+ = Yw
~~ N——

Kosten vw  Kosten im Baum von w nach v
= Kosten von C(T,vw) = 0

D.h. die Bedingung von Satz 4.1 (Komplementirer Schlupf ¢, > 0 = x, = 0) sind erfiillt.

4.1 . -
Saté Optimalitit.

Test ob T diese Optimalitdtsbedingungen erfiillt:
- Berechne y: Zeit O(n)
- Berechne ¢: Zeit O(m)

Problem: Verbessert C(T,e) die Losung?

C(T,e) kann eine Riickwirtskante mit O-Fluss haben.

Besser als O(mn) fiir Bellmann-Ford aber:

C(T,wr) hat positive Kosten 1.

C(T,vq) hat negative Kosten -2, aber Riickwirtskante vw mit O-Fluss.

Aber x ist nicht optimal.

Eine Einheit Fluss auf dem durch die kurzen Pfeile markierten Kreis liefert eine bessere

Losung (um -1).

Trotzdem:

2,1

Netzwerk-Simplex-Algorithmus fiir das Transshipment-Problem

Finde Baum 7" mit zuldssiger Baumlosung x;
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Berechne fiir alle v € V y, = Kosten des (r,v)-Weges in T';
while (Je =vw (e ¢ T) mit ¢, = ¢, +y, — yw < 0) do
Finde solches e;
if (C(T,e) hat keine Riickwirtskante) then
STOP unbeschrinkt;
end if
Berechne ® = min{x;|j riickwirts in C(T,e)}
Bestimme Riickwirtskante 4 von C(T,e) mit x, = ®;
Augmentiere x um O auf C(7,e);
Setze T := (T U{e}) \ {h};
Berechne neue y;
end while

Erzeugung eines ersten Baumes (Initialisierung):

Kiinstliche Kanten, Hohe kosten M falls ¢ G
M :=n-max{|c,|: e€ E}+1

Lemma 4.10 Sei T der alte T der neue Baum, so gilt fiir e = vw:

$9=13 Yg+& Vqé&R(T,h), fallsv e R(T,h)
Yg—Ce Vq & R(T,h), fallsw € R(T,h)

Beweis:

N
~~
.
.
.
.

e geht rein, h raus

fiir ¢ € R(T,h): gleicher Weg — gleiche Kosten
fir g Z R(T,h) und v € R(T, h)

85
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Yg = YV"’Ce"‘(yq_YW)
= yq+Ee

fir g € R(T,h), w € R(T,h) analog. g.e.d.

Endlichkeit des Netzwerk Simplex-Algorithmus

Sei T Baum mit O-Flusskante ist degeneriert (hat 0-Kante), dann ist Zykeln mdoglich
(Ubungsaufgabe), aber vermeidbar. Dafiir zunichst eine Definition:

h = pq € T ist von r gerichtet, falls p € R(T,h)

h = pq € T ist auf r gerichtet, falls ¢ € R(T, h)

T ist stark zuldssig falls fiir den zugehorigen Fluss gilt:

YV h € T mit x, = 0 ist & von r gerichtet.

Jeder nicht degenerierte Baum und der Anfangsbaum sind stark zuléssig.

C-Regel: Wihle h als erste Riickwirtskante von C(7,e) mit x;, = @. Diese Regel wurde
1976 von Cunningham aufgestellt.

Lemma 4.11 Ist T stark zulissig und entsteht T aus T mit der C-Regel, so ist auch T

stark zuldssig.

Beweis: Situation Ee rein, & raus, x alter, X neuer Fluss.

1. g&C(T,e)
gvonrinT < gistvon rin T:

Xg = Xg

2. g€ C(T,e)

(a) ®>0:
%y = 0 & riickwiirts in C(T,e) und x, = ©
h ist erste von diesen

Es wird h genommen => alle anderen sind von r.
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(b) ®=0
£, =0 g.d.w. x, =0 (incl. £, = 0)

87

T stark zuldssig = alle diese aufler e vorwirts in (s,v) und (s,w)-Wegen in 7.

Letzter von diesen wird gewihlt.
= alle anderen sind von 7 in 7'
e ist vorwirts in C(T,e) = e von rin T

= T ist stark zulissig q.e.d.

Satz 4.12 Startet der Netzwerk-Simplex-Algorithmus mit einem stark zuldssigen Baum

und benutzt er die C-Regel, so terminiert er.

Beweis: Wir zeigen: Zykeln unmoglich.

~>

. T nraus, erein ) .
Sei degenerierte Iteration.

) )

h sei Vorwirtskante auf (s, w)-Weg.

R(T,h)l...—>w

=wgR(T,h)=veR(T,e)
L =yt G <

Yw =Yw e Yw

<0

=39Sy, VaeVund §, <y,
= Z Ya < Z Ya

acV acV
= keine Wiederholung derselben Situation. g.e.d.

Generalisierung von Transshipment auf Minimum Fluss

(Skizze) analog Simplex-Algorithmus mit unteren und oberen Schranken.
Baum-Losung: x € RE 3 Baum T und eine Partition (L,U) von E \ T mit:

fx(V) = b,
Xe = 0VeclL
Xe = uNecU,;

Satz 4.13 Hat (G,b,u) eine zuldissige (b.z.w optimale) Lisung so auch eine zul. (b.z.w.

optimale) Baumlosung
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Beweis analog. g.e.d.
Iteration wie vorhin, aber wenn x, = u, dann Kreis andersherum (e riickwirts).

Gegeben: (T,L,U),e € LUU
Kreis C(T,L,U,e):

 Kanten alle aus T U {e}
e ¢ vorwirts, falls e € L, sonst riickwirts

* Anfangsknoten s wie gehabt.

. c. fallseeL
w (v € V) wie gehabt, Kosten von C(T,L,U,e) = ie A e
—c, fallsecU

Analogon zu Satz 4.9:

Satz 4.14 Definiert der Baum (T,L,U) die zul. Baumlésung x und hat C(T,L,U , e) nicht-

negative Kosten fiir alle e ¢ T, so ist x optimal.

Netzwerk-Simplex-Methode fiir Minimum-Kosten-Flussprobleme

Finde Baum (7, L,U) mit zul. Baumlosung;
Berechne fiir alle v € V' y, = Kosten eines (r,v)-Weges in T;
while (de = vw € L mit ¢, < 0 oder de € U mit ¢, > 0) do
Finde ein solches e;
if (C(T,L,U,e) hat keine Riickwirtskante und keine Vorwirtskante endl. Kapazitit)
then
STOP ,,unbeschriankt®;
end if
Berechne ©; := min{x;|; riickwirts in C(T,L,U,e)}
0, := min{u; —x;|j vorwirts in C(T,L,U,e)}
O :=min{®;, 0,};
Finde h € C(T,L,U,e) mit h riickwirts und x;, = ® oder h vorwirts und u, — x;, = O;
Augmentiere x um ® auf C(7,L,U,e);
T:=(TU{e})\ {h);
Berechne neues L und neues U;
Berechne neues y;
end while

Stark zuldssige Baumlosung 7', x:
Ve € T mit x, =0 ist e von r gerichtet
Ve € T mit x, = u, ist e auf r gerichtet
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C-Regel: Wiihle erste mogliche Kante

4.3 Primal-Duale min Kosten Flussalgorithmen

Idee: In jeder Iteration haben wir ein Paar (x,y) mit 0 < x < u und Optimalitdtsbedingun-
gen aus Satz 4.1:

Xe=u, Vec Emité, <0

x,=0Vec€Emitc, >0

Zusammen mit 0 < x < u sind dies die Primal-Dual-Bedingungen.

Ziel: Erfiillung der Flussbedingungen:

fi(v)=b, VveV

Erste Losung:
c20:x=0,y=0
sonst Losen des kiirzesten Wege-Problems wie in Satz 4.4.

Resultat: Entweder 7 Optimallosung oder y mit &, > 0 wenn u, = oo

Wihle x,=u, fallsc, <O

x, =0 sonst

Also: Anfangslosung kann durch hochstens eine kiirzeste Wege-Berechnung ermittelt
werden.

Und Existenz einer Losung: Max-Fluss-Problem

Ab jetzt (OBdA): Existenz einer Optimallosung gesichert.

v eV heit x-Quelle, falls b, < fi(v) ,,zu viel Fluss“
x-Senke, falls b, > fi(v) ,,zu wenig Fluss*
Beispiel:

Knoten: (b,y) 2,7 -1,1
Kanten: (c,u,x)
7,5,0

p ist einzige x-Quelle und w ist einzige x-Senke.
Es sind alle Bedingungen erfiillt — Zulidssiges Paar x, y
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Suche x-erhohenden Weg von x-Quelle zu einer x-Senke, Hoffnung: mehr erfiillte Fluss-

bedingungen.

Begrenzung der Erhohung €:

bs - fx(s)
fx(r) = by

Kapazitit von P

)
A A IA

1. Versuch: P = p,q,d,w

Erhohung von x scheitert an ¢, =8 > 0

Analog bei ¢;; < 0 kann x;; nicht erniedrigt werden.
Also: P darf nur ,,Gleichheitskanten* ¢ haben, d.h. ¢, =0

Annahme 7 solches P
= (3R C V) R enthiilt alle x-Quellen und keine x-Senken (R enthilt alle von einer x-Quelle

erreichbaren Knoten auf x-erhdhenden Wegen aus Gleichheitskanten) und:

e€d(R) = ¢,#0oderx, =u,
e€dR) = ¢, #0oderx, =0

Im Beispiel R = {p,q,a}

Definiere Partition:
S(R) U S(R) =TTUhLUTZUTy

Im Beispiel:

T = {at}
T, ={qd}

T3=0
Ty ={1q}

Duale Anderung: Erhohe y, (v € R) um o >0
e € Y(R) UY(R): ¢, unverindert, mit Y(R) = ,,innerhalb R
ecdR): ¢,—C,—O
ecdR): ¢,—¢.+0
6<¢ VeeT

= Bedingungen sind noch erfiillt, falls _
(6} § —Cc, VeeTy
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¢ maximal: Fiir eine Kante e € 75 U Tj ist 52“6“) = 0. D.h. R blockt nicht mehr die Suche

nach x-erhohendem Weg mit Gleichheitskanten.

Im Beispiel: ¢ := min{¢,y, —Cyq}
= min{8, 1}
= 1

= tq wird Gleichheitskante.

Knoten: (b,y) 2,7 230 1,2

Kanten: (c,u,x)

-4,0 3,5
2,1 2,6
zweite Duale Anderung:
Knoten: (b,y)
Kanten: (c,u,x) 27 1.7
2,3,0 y

Kapazitat: {c'}

4,0 (W)3,10

Also erfolgt eine Flusserhohung um 1 auf dem Gestrichelten Weg.
Was aber tun, wenn 7>, = Ty = &

Annahme: T, =Ty = @

R enthilt wenigstens eine x-Senke und keine x-Quelle.

=b{R) > ) f(v)

VER

u(6(R)) Widerspruch

Denn Bedarf R > Kapazitiit R.
Also ist T» = Ty = @ unmdglich. Eine duale Anderung erzeugt immer wenigstens eine

neue Gleichheitskante.
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Primal Dualer Algorithmus fiir das Minimum Kosten Flussproblem von Ford-Fulkerson,
(1956):
Finde x,ymitx,=u, Ve€ Emitc, <0
x.=0 Vec Emitc, >0
0<x.Zu, VeeE
while (x ist nicht zuldssig) do
if (4 erhohender Weg P mit Gleichheitskanten) then
Finde solches P und erhohe x auf P;
else
Finde R C V das alle solche Wege blockt und #ndere y fiir R;
end if
end while

+ Augmentierungen nach hochstens n — 1 sukzessiven Anderungen von y
* # Augmentierungen < Z by, — fx(v) falls u,b ganzzahlig.
vev,

V ist x-Senke

Falls Anfangsfluss x’ nicht ganzzahlig dann nur:

Satz 4.15 Falls der P-D-MKFP Algorithmus x-erhéhende Wege mit minimaler Kanten-

zahl benutzt, so terminiert er nach endlich vielen Schritten.

Beweis: Ubung g.e.d. (Hach, ich liebe diese kurzen Beweise :)
Billigste Augmentierende Wege

Wenn x und y die Bedingungen des P-D-Algorithmus erfiillen, r,s € V und P ein x-
erhohender (r,s)-Weg, so hat:

c(P) = Z Cyw — Z Cow

Vorwirtskanten
W YW - >0
Xpw < U = Cyw =
vorwaérts in P rickwirts in P v v v ;
& Cow Z Yw — Wy
> v _
- Z Yw Iy Z Yw Iy Rickwairtskanten
W W _
Xow >0 = ¢, =0
vorwairts in P rickwairts in P <
S Cwy = Yw— Wy
= Ys—r
nur Gleichheitskanten in P:
C(P ) =Y¥Ys—Yr

d.h. P ist billigster augmentierender Weg.
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Idee: Finde Augmentierung durch Losen kiirzester Wege Probleme. Kiirzeste Wege Be-
rechnung in G(x), d.h. i.A. negative Kosten: Bellmann-Ford O(mn).
Aber Trick aus Kapitel 2:

Statt c,,, Kosten ¢y, +y, — Y
Y (r,s)-Wege ¢(P) = ¢(P) +y, — ys
P-D-Bedingungen erfiillt = G(x) hat nicht-negative Kosten, d.h. wir konnen Dijkstra an-

wenden.

Wir miissen die y berechnen.
o, := Kosten eines billigsten (bzgl. ¢) x-erhohenden Wegs von einer x-Quelle nach v (= o
falls keiner existiert).

Berechnung:

x-Quellen

Augmentierung auf (r,s)-Weg P (mit Kosten ¢ berechnet).

Es gilt fiir alle Vorwértskanten vw in P:

Oy + Cyyw = Oy
= va+yv_yw+(5v—(5w:0
= (va +)’v+6v) - (yw+GW) =0

Gleiches gilt fiir die Riickwértskanten analog.
Also fiir y}, :== y, + G, ist P ein Weg mit Gleichheitskanten.
= x’ neues x und y’ erfiillen die P-D-Bedingungen fiir alle e € P.

(andere Kanten ?)

4.3.1 Primal-Dualer Algorithmus mit billigsten augmentierenden We-

gen

Finde x,y die P-D-Bedingungen erfiillen;
while (x ist nicht zuldssig) do
Finde fiir alle v € V einen beziiglich ¢ billigsten x-erhéhenden Weg P, von einer
x-Quelle zu v;
G, := Kosten von P, (e, falls 7 P,);
Waiihle x-Senke mit minimalem Gg;

Augmentiere x auf P;
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Fiir alle v € V y, < y, + min{G,,0s};
end while

Lemma 4.16 x und y im P-D-Algorithmus mit billigsten augmentierenden Wegen erfiillt
die P-D-Bedingungen.

Beweis:

(x,y) — (¥,y"), (x,y) erfiillt die P-D-Bedingungen.

Zu Zeigen: (x',y) erfiillt P-D-Bedingungen.
0 < x, < u, bleiben bei jeder Augmentation erhalten.

Komplementire Schlupfbedingungen gelten fiir alle e € P

Seivw € P = x|, = Xy
77..

(@) Xy é Upy = va+y:;_yiv 2 0

]

(b) xpw > 0= cyy +Y<;_y:u é

(a) 1. Fall: 6, < oy

Cow — Yy T Vw +y(; _yiv
Cow — Yy +Yw+ W+ min{cv; Gs} —Yw — min{cw Gs}
Cyw +min{c,,cs} —min{c,,, 0}

Cyw +y(; _y;

0,<0s _ .

=" &, +0,—min{o,,0,}

2 Cyw Oy — Oy

> 0

2. Fall: 6, = o5
/ / = i i
va+yv _yw = va—f—mln{cv,cs} —mln{GWJGS}
6,205 _ .
=" ¢,+0,—min{c,,0,}
=0

Z c_vw
> 0

x,y erhalten P-D-Bedingungen

(b) analog g.e.d.
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Satz 4.17 Sind b und u ganzzahlig, x der ganzzahlige Ausgangsfluss, und

B, = Z (bv_fx(v))
veV

v x-Senke

so lost der primal-duale Algorithmus mit billigsten augmentierenden Wegen das Minimum-
Kosten-Flussproblem in Zeit O(S(n,m)By).

Spezialfall Transshipment: Der Anfangsfluss kann als 0-Fluss gewdhlt werden, d.h:
B,=B= Y b,

vevV
b, >0

Lemma 4.18 Ist b ganzzahlig, so lost der primal-duale Algorithmus mit billigsten aug-
mentierenden Wegen das Transshipment-Problem in Zeit O(S(n,m)B). g.e.d.

Anm.: also kein polynomieller Algorithmus

4.4 Skalierungsalgorithmen fiir das MKFP

Annahmen:

* Transshipment (4, =~ Ve € E) (O.B.d.A.)
e b,eZVveV
* Existenz einer Optimalldsung gesichert (O.B.d.A.)

s (IreV)b,=0
(VveV\{r})nweE,vreE,c, =0

In jeder zulédssigen Losung x,, = 0 d.h. O.B.d.A.



96 KAPITEL 4. MINIMALE KOSTENFLUSSE

Skalierung von (G,c,b) mit A > 0
b, — b, = V%J VveV\{r}

by — by = =b'(V\ {r})
=b(v)=0

Beispiel:

Lemma 4.19 Hat (G,c,b) eine Optimallisung, so auch jede Skalierung von (G,c,b)

Beweis:
(G, e, b) Skaliei)mit A (G,c, b/)
kein negativer kein negativer
gerichteter Kreis gerichteter Kreis

= (G, c,b’) ist nicht unbeschriinkt, d.h. zu zeigen (G, c,b’) hat eine zuldssige Losung.

Der Ubergang zur nichsten Aussage wurde mit einem langen Handout von Herrn Profes-

sor Jiinger gezeigt, dieses sei an dieser Stelle nun zitiert:

In Ubungsaufgabe 36 wurde gezeigt, dass die Zulissigkeit von

flv) = b, VveV
0<x, < u, Ve€cE

fir G = (V,E) und b(V) = 0 mit Hilfe einer Maximum-Fluss-Berechnung
entschieden werden kann. Eine Losung besteht in der Definition eines Hilfs-

digraphen G’:

G mit Kanten-Kapaitaten ue

v Elem. V mit bw > 0

mit bv < 0
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Dann gilt offensichtlich:

(Ix) felv) = b, VveV
0<x, < u, Ve€cE

genau dann, wenn b(v) = 0 und 3 (r,s)-Fluss in G’ mit Flusswert Z b,.
veV, b,>0

Wir kdnnen daraus eine andere notwendige und hinreichende Bedingung her-

leiten:

3 (r,s)-Fluss in G’ mit Flusswert Z b, genau dann, wenn b(v) = 0 und
veV, b,>0

FACV) u@@Au{r}) < Y  b(Max-Flow-Min-Cut)
veV, b,>0

genau dann, wenn b(v) = 0 und:

(FACV) udA)+ Y, (=b)+ ) b< ) b

V€A, b,<0 veA, b,>0 veV, b,>0

genau dann, wennn b(v) = 0 und

FACV)uBd@A) < Y b= ¥ b+ Y b

veV, b,>0 vEA, b,>0 véA, b, <0

= Y b+ Y b

VA, b,>0 v¢ZA, b,<0

— va

VA

genau dann, wenn b(v) = 0 und
(VACV) b(A) <u(3(4))

Es gilt also der

Satz
(Ix) fr(v) = b, VveV

0<x. < u, VecE

genau dann, wenn b(v) =0und (VA CV) b(A) <u(d(A)).

Fiir den Spezialfall des Transshipment-Zuléssigkeitsproblems (4, = oo V e €
E) folgt sofort das

Korollar
(3Ix) filv) = b, VveV

x. > 0 YV eE

97
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genau dann, wenn b(v) = 0 und
(VACV) 8(A)=a=5b(A)<0

(Falls b (und u) ganzzahlig sind, gelten Satz und korollar auch mit ganzzahli-

gem Xx)

Soviel zum Zitat, weiter in der Vorlesung

(VACV)SA) =0 = H(A) <0

SA)=2 = rcA

= b(A) =

>M

Z|

by
A

A

Z

_()

@<

A
Daraus und (G, c,b) hat eine zulissige Losung = b(A) < 0 folgt: Auch b’(A) < 0. g.e.d.

Schrittweise Skalieren nach Edmonds und Karp [1972]

Genannt: ,,successive scaling*

Fiir k > 0 sei (G, c,b*) die Skalierung von (G, c,b) mit A = 2%, (Entfernen der k letzten
Bits in der Dualdarstellung.)
b =b
(x',y') sei ein Paar von optimalen primalen/dualen Losungen fiir (G, c,bk*1).
= x = 2x/, y = ' erfiillen die P-D-Bedingungen fiir (G, c,b").
Xxe=>0und x,=0 VeecEmitc,>0
——
fiir (G, c,b")

Fiir v # rmit V =V, UV, U{r} gilt:

bk = pktl vev
oder: b¥ = P41 vew
bk = =Y it =} (2pft +1)
veV) veV,
= =Y it -y
vev

= 2671 — |V S 261
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- Y B-f)sn-1
bl > fi(v)
v ist x-Senke

D.h. der P-D-Algorithmus mit Startlosung (x,y) 16st (G, ¢,b) durch hochstens n — 1 nicht-
negative-Kosten-kiirzeste-Wege-Berechnungen.

Schrittweiser Skalierungsalgorithmus fiir das Transshipment Problem

K :=min{k||b,| £ 2% Vv € V}; Anzahl der Bits im lingsten b,
x:=0;
for (k:=K,K—1,K—2,...,1)do
16se (G, c,b*) mittels P-D-Algorithmus mit Startlosung (2x,y);
Sei (x,y) primal/duale Optimalldsung;
end for

Satz 4.20 Sei (G,c,b) eine Instanz des Transshipment-Problems und b € ZV mit Optimal-
losung. Dann lost der schrittweise Skalierungsalgorithmus (G, c,b) in Zeit O(nS(n,m)(1+

logB)) mit:
L b

vevV
b, >0
Beweis:

k < K: P-D-Algorithmus mit O(n) kiirzeste-Wege-Berechnungen (vorhin).

(Ge,bhy: Y b = =Y bt

k>0 bk <0
= {vlby <0} = O(n)
D.h. zusammen < (K + 1)n kiirzeste-Wege-Berechnungen. K + 1 < 14 [log(max |b,])] <
2+logB g.e.d.

Polynomieller Algorithmus fiir Transshipment-Problem fiihrt zu polynomiellen Algorith-
mus fiir MKFP. Leider gehen die Zahlen b, (v € V) in die Laufzeitschranke ein. Edmonds
und Karp [1972] fragten, ob es einen stark polynomiellen Algorithmus fiir das MKFP gibt

(polynomielle Laufzeitfunktion in n = |V| und m = |E|).

Diese Frage wurde 1985 von Eva Tardos mit ,,ja* beantwortet. Die Details der resultieren-
den ,,Skalier- und Kontraktionsalgorithmen* sind kompliziert, hier aus Zeitgriinden, nur
das beste Resultat.

Satz 4.21 Aufgestellt von Orlin [1988]: Ein gewisser ,,Skalier und Kontraktionsalgorith-

mus “ 1dst das Minimum-Kosten-Flussproblem in Zeit O(mlognS(n,m)).



100 KAPITEL 4. MINIMALE KOSTENFLUSSE



Kapitel 5

Optimale Matchings

5.1 Matchings und alternierende Wege

Ungerichteter Graph G = (V, E)
Definitionen:

Matching M C E Jeder Knoten in V ist inzident mit hochstens einer Kante in M.

M iiberdeckt v € V (Je € M) v inzident e
sonst ist v M-exponiert. Anzahl iiberdeckter Knoten: 2| M|
Anzahl der exponierten Knoten: |V| —2|M|
v(G): Kardinalitit eines maximum Matchings
def(G): Minimum Anzahl exponierter Knoten

def(G) = |V|—-2v(G) ,,Defizit“
Perfektes Matching Matching M C E das alle Knoten in V iiberdeckt.

Probleme:

* Hat G ein perfektes Matching?

* Finde ein maximum Matching in G

* Finde ein perf. Matching mit Minimum Gewicht in G mit Kantengewichten.
Wenn G bipartit: Max. Matching — ganzzahliges Max-Fluss-Problem

min. Gewicht

. — Min-Kosten-Flussproblem (Ubungsaufgabe 35)
perf. Matching

Weitere Definitionen:

101
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M-alternierender Weg abwechselnd Kanten e € M und e ¢ M

M-augmentierender (-erhohender) Weg
O—0O----O0—0O----O—O  Konvention:

ist ein M-alternierender Weg dessen Endknoten M-exponiert sind.

Fiir G bipartit:

M-augmentierender Weg < x augmentierender Weg in der Max-Fluss-Formulierung.

Kap. 3 ) .
=~ M Maximum « P augmentierender Weg

Satz 5.1 (nach Berge [1957]) Ein Matching in G ist maximum genau dann, wenn kein

M-augmentierender Weg existiert.

Beweis:

»= 1 M-augmentierender Weg P
= M A E(P) iiberdeckt 2 Knoten mehr (A steht fiir symetrische Differenz, ,,Drehe
Kanten um*)
= M ist nicht maximum

<= M ist nicht maximum
= 3 Matching N mit |N| > |M|
J:=NAM

Beispiel:

——————— Symetrische Differenz M A N

J : Knotendisjunkte alternierende Wege und alternierende Kreise gerader Kardina-
litét.
IN| > |M| = Ein Weg (von allen) in J hat mehr N-Kanten als M-Kanten. Dieser ist

ein M-augmentierender Weg. g.e.d.
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ungerade Kreise:
Knoteniiberdeckung: A C V mit: Jede Kante hat wenigstens einen Endknoten in A, also
gilt:

Kardinalitiit einer Knoteniiberdeckung = Kardinalitit eines Matchings

Satz von Konig (Aufgabe 24)

Wenn G bipartit =- (3 Knoteniiberdeckung A)
(3 Matching M)
Al = [M]

Das gilt nicht allgemein, so z.B. nicht in ungeraden kreisen wie dem folgenden mit der
Linge k+ 1 (Eine minimale Knoteniiberdeckung A ist durch die grauen Kreise, ein maxi-
males Matching M durch die gestrichelten Linien angedeutet):

Hier gilt offensichtlich [M| < k und |A| 2 k+ 1. Wir suchen nun eine bessere Schranke:

Sei A CV mit G\ A (Knoten A geloscht hat k Komponenten hy,h, ...,k mit |V(H;)|
ungerade.

@ ~<€—— Wenigstens k -|A|
M-exponierte Knoten

-@—— Hdchstens |A] Matchingkanten

Gerade Komponenten

Nun definieren wir OC(G) := Anzahl ungerader Komponenten von G, z.B.:
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A o
8!

Also (VACV):

0C(G) =2

v(G) = 3(1V] - 0C(G\ 4) + JA])

Falls A Knoteniiberdeckung ist:
|V|— |A| ungerade Komponenten in G \ A (einzelne Knoten)
= V(G) < 3(IVI= (V|- |AD) +|A]) = |4|

Spezialfall, d.h. die untere Schranke ist wenigstens so gut wie die Uberdeckungsschranke,

sogar besser:

Ungerader Kreis der Linge 2k + 1
A=2:v(G) S L(V|-1)=k
(bisher nur k£ + 1, also besser!)

Fiir jedes A C V heif§t die vorhin bewiesene Schranke fiir Kardinalitidt eines Matchings:

V(G) = S(IVI-0C(G\ A) +A])

| =

Dies ist die ,, Tutte-Berge-Schranke®. Es folgt sofort die sog. ,,Tutte Bedingung*:
Hat G = (V, E) ein perfektes Matching, so gilt fiir jede Teilmenge A CV: OC(G \ A) = |A|

Wir werden spéter sehen, dass die Tutte Berge Schranke angenommen wird und die Tutte-

Bedingung auch hinreichend ist.

5.2 Maximum Matching

Zunichst suche nach perfektem Matching (danach max. Matching)

Alternierende Biume
G = (V,E), M C E Matching, r ein M-exponierter Knoten, M-alternierender Baum 7
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L

A(T) = {v € V(T)|v hat ungerade Distanz von r} ,ungerade Knoten* o
B(T) = {v € V(T)|v hat gerade Distanz von r} ,,gerade Knoten “ e

Eigenschaften:
* Jedesv e V(T) \ {r} wird von einer Kante e € M(T) iiberdeckt.
* Fiir jedes v € V(T) ist der (r,v)-Weg in T M-alternierend.
* [B(T)| =]A(T)|+1

Zum Anfang der Vorlesung legte Prof. Jiinger einen Beispielgraph auf:

G=(V,E)
V| =18
M| =8, d.h. zwei exponierte Knoten

OC(G\A)=5
PRy (G) <1(18—-5+3) =8
= M Matching max. Kardinalitit.
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,unterprogramme''

Benutze vw zur Baumerweiterung
Eingabe: Matching M’ von G', M’ alternierender Baum T, vw € E(G’) mit v € B(T),
w & V(T), w M’-iiberdeckt.

<

Aktion: Sei wz die iiberdeckende Kante in M’
T — (V(T)U{w,z}, E(T)U{vw,wz})

Benutze vw zur M’-Augmentierung
Eingabe' Matching M’ von G', M’ alternierender Baum T mit Wurzel r, vw € E(G’) mit
veB(T),w¢&V(T), w M -exponiert.

<53<z

Aktion: Sei P der (r,v)-Weg in T U {vw}

M — M AE(P)

Ein M-alternierender Baum 7 in G ist frustriert falls jede Kante in £(G) mit einem Ende
in B(T) das andere Ende in A(T') hat.

Lemma 5.2 Hat G ein Matching M und einen frustrierten M-alternierenden Baum T, so
hat G kein perfektes Matching.

Beweis: Vv € B(T) ist {v} ungerade Komponente von G \ A(T), d.h. fir A=A(T) CV
gilt:

OC(G\A) 2 [B(T)| > |A(T)| = |A|

T8 G hat kein perf. Matching.

Der Bipartite Fall

Perf. Matching Algorithmus fiir bipartite Graphen
M — &;
T — ({r},2); (r beliebig)
while (3vw € Emitv € B(T), w ¢ V(T)) do
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if (w ist M-exponiert) then
Benutze vw zur M-Augmentierung;
if AM -exponierter Knoten in G) then
STOP ,.M ist perfektes Matching*;
else
T := ({r}, o) wobei r M-exponierter Knoten;
end if
else
Benutze vw zur Baumerweiterung;
end if
end while
STOP ,,G hat kein perf. Matching*;

Lemma 5.3 Ist in obigem Algorithmus die while-Bedingung nicht erfiillt, so hat G kein
perf. Matching.

Beweis: Wir zeigen T ist frustriert (5——% 3 perf. Matching)
Bvw € Emitv € B(T),w g V(T)
= (VYwwe Emitve B(T))w € A(T) oderw € B(T)

Annahme w € B(T)

= G hat ungeraden Kreis
= G ist nicht bipartit 4 = T ist frustriert 22 G hat kein perf. Matching. g.e.d.

Schrumpfen ungerader Kreise
C ungerader Kreis in G.
G’ := G x C: Subgraph von G der durch das Schrumpfen des Kreises C entsteht.

V(G") = (V \ V(C))Uc (c ist neuer Knoten statt Kreis)
E(G")=E \ y(V(C)) mit Endknoten in V(G) ersetzt durch c.
Bsp:
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Die Matchingkanten sind durch die gestrichelten Linien angedeutet.

Lemma 5.4 Sei C ein ungerader Kreis in G, G' = G x C und M’ ein Matching in G'. Dann
existiert ein Matching M in G mit M C M’ U E(C) und die Anzahl M-exponierter Knoten

in G ist dieselbe wie die der M-exponierten Knoten in G'.

V(C)|—1
D.h. v(G) gv(GxCH_%

b.zw.:def(G) = def(GxC

Der Bliitenschrumpfalgorithmus

Im Original: "blossom shrinking* fiir perf. Matching von Jack Edmonds, Name des Pa-
pers: ,,Paths, Trees and Flowers*.

Aus G entsteht durch wiederholtes Schrumpfen ungerader Kreise G'. G’ hat also zum
einen Orginalknoten von G als auch Pseudoknoten, die durch Schrumpfen entstanden
sind.

v € V(G'): S(v) Menge der zu v gehérigen Originalknoten (rekursiv ermittelt).
|S(v)| ist immer ungerade (S(v) = v fiir Originalknoten)
{S(v)|v € G’} Partition von V(G)

Analogon zu Lemma 5.2:

Lemma 5.5 Sei G’ von G abgeleitet, M' Matching in G', T ein M'-alternierender Baum
in G’ und kein Pseudoknoten in A(T). Ist T frustriert, so hat G kein perf. Matching

Beweis: Entfernung von A(T') aus V (G) ergibt fiir alle v € B(T) ungerade Komponenten
mit Knotenmenge S(v).

= OC(G\ A(T)) 2 |B(T)| > |A(T)|
T8 G hat kein perf. Matching. g.e.d.

* Produziere abgeleitete Graphen G’
e Perf. Matching in G’ — perf. Matching in G

* Gewisse frustrierte Biume in G’ — kein perf Matching

Welche Kreise schrumpfen wir aber nun?

et
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* M ist nicht optimal (3 perf. Matching!)
* keine Erweiterung/Augmentierung moglich

e T nicht frustriert.

vw erzeugt ungeraden Kreis ,,Bliite* (Edmonds)
Schrumpfen der Bliite.

@
________ ---@
r @
@
@
u
Behalte 7' und M, Augmentiere:
@
: @
----@ A .
Entschrumpfen:
T

.
.
.
.
.
o
.
.
.
.
r‘\o

Benutze vw zum Schrumpfen und adaptiere M’ und T

Eingaben:

¢ Matching M’ von G’/
e M’-alternierenden Baum T

* vwe E(G") mitv,w e B(T)

Sei C der Kreis gebildet aus vw und dem (v,w)-Weg in T.

G — G xC;
M — M\ E(C);
E(T) —E(T)\E(C);

109
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Lemma 5.6 Nach Anwendung des obigen Unterprogramms ,,Schrumpf* ist M ein Mat-
ching in G', T ein M'-alternierender Baum in G’ und ¢ € B(T).

Beweis: Ubungen :)

Bliiten-Schrumpf-Algorithmus fiir perfektes Matching
Eingabe: Graph G und Matching M in G
if (M ist perfekt) then
STOP ,,M ist ein perfektes Matching*;
end if
M — M,
G — G;
Wihle M’-exponierten Knoten r in G';
T ({r},2);
while Gvw € E' mitv e B(T),w ¢ A(T)) do
case (w ¢ V(T) und w ist M’-exponiert)
Benutze vw zur M’-Augmentierung;
Erweitere M’ zu einem Matching M von G;
M — M,
G — G,
if (AM'-exponierter Knoten in G') then
STOP ,,M’ ist ein perfektes Matching*;
else
T — ({r},@) wobei r M'-exponiert ist;
end if
case (w ¢ V(T) und w ist M’-liberdeckt)
Benutze vw zur Baumerweiterung;
case (w € B(T))
Benutze vw zum Schrumpfen und adaptiere M’ und T';
end while
STOP ,,G hat kein perfektes Matching*;

Satz 5.7 Der Bliitenschrumpf-Algorithmus terminiert nach: O(n) Augmentierungen
O(n?) Schrumpf-Schritten

O(n?) Baumerweiterungs-Schritten

Er entscheidet korrekt, ob G ein perf. Matching hat.

Beweis: M’ ist in jeder Iteration ein Matching, es gibt jedes mal weniger exponierte Kno-
ten = O(n) Augmentierungen.
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Jeder Schrumpf-Schritt:

e erniedrigt die Anzahl der Knoten in G’

¢ erhilt die Anzahl, der Nicht-Baumknoten
Jeder Baumerweiterungsschritt:

* erniedrigt die Anzahl der Nicht-Baumknoten

« erhilt die Anzahl der Knoten in G’

Zwischen den Augmentierungen hochstens O(n) Schrumpf/Baumerweiterungsschritte
= Insgesamt O(n?) Schrumpf/Baumerweiterungsschritte

Jedes G’ ist aus G abgeleitet

Hilt der Algorithmus mit ,, perf. Matching*

= J frustrierter Baum 7" mit Voraussetzungen fiir Lemma 5.5
= G hat kein perf. Matching q.e.d.

Der Bliiten-Schrumpf Algorithmus fiir maximum Matching Der Bliiten-Schrumpf
Algorithmus fiir perf. Matching terminierte mit: STOP ,,G hat kein perfektes Matching*.

Wir iibernehmen G’, M" und T und arbeiten wie folgt weiter:

Entferne V(T) aus G';

Falls ein exponierter Knoten iibrig ist: Anwendung des Bliitenschrumpf Algorithmus
auf neues G’ ohne entfernte Kanten. (Neues G’ hat keine Pseudoknoten.);

Wiederhole bis kein exponierte Knoten iibrig bleibt;

Restauriere Original G’ mit allen produzierten Matchingkanten;

Bestimme korrespondierendes Matching in G

Seien 11,75, T3 ... T} die generierten frustrierten Bdume
= k-exponierte Knoten (die Wurzeln) in G’ UND G
= M| = 3([V] k)

k
Sei A := | JA(T))
i=1
Die Entfernung von A aus G ergibt eine ungerade Komponente fiir jeden Knoten aus B(7T;)

firallei € {1,2,...,k}

(YT)B(T;) = A(T;) + 1
>

= OC(G\A)
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Tutte-Berge
=T (V] - 0c(G\ A) +|A])
= lv|-k)
— |M|

(Obere Schranke: [M| < 1([V|—OC(G \ A) +|A|)
= [M = 3(|V]—0C(G\ A) +]A])
= ist maximum Matching in G

Somit haben wir algorithmisch den folgenden zentralen Satz von Berge [1958] bewiesen.

Satz 5.8 Tutte Berge Formel
Fiir G(V,E) gilt:
1
= min{ - — A)+1]A
v(G) = min{(1V] - 0C(G\ A) +1A)}

Daraus folgt ein ilteres Resultat von Tutte [1947]

Korollar 5.9 (Tuttes Matching Theorem)
G = (V,E) hat ein perf. Matching genau dann wenn fiir jede Teilmenge A C'V gilt:

OC(G\ A) < |A|
Ohne Beweis:

Satz 5.10 (Micali und Vazirani [1980])
Es gibt eine Implementation des Bliiten-Schrumpf Algorithmus mit O(\/nm). q.e.d.

Im folgenden ,,spielte* Prof. Jiinger mit zwei Studenten jeweils auf dem Overheadpro-
jektor ein kleines Spiel auf einen Graphen auf dem ein perf. Matching existiert. Es ging
darum dass abwechselnd ein einfacher Pfad (ein Knoten darf nur einmal vorkommen)

erweitert. Wer die letzte Erweiterung macht gewinnt.

Satz 5.11 Hat G ein perfektes Matching, so kann der Spieler der Anfingt seinen Gewinn

erzwingen.

Beweis: Ubungen
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5.3 Perfektes Matching mit minimum Gewicht

Das Lineare Problem fiir perfektes Matching (mit) minimum Gewicht.

min Z CoXe )
ecE Relaxierung
x(8(v)) = 1 VveV (LPPMMG’) » Korrekte Formulierung
xe = 0 VecE
(xe €{0,1} Ve €E)

bipartiter Fall:

Satz 5.12 (Birkoff [1946])

Sei G ein bipartiter Graph und ¢ € RE dann hat G ein perf. Matching genau dann wenn
LPPMMG' eine zuliissige Losung hat. Hat G ein perf. Matching, so ist das minimum
Gewicht eines perf. Matchings in G gleich dem opt. ZF-Wert der Relaxierung (LPPMMG’)

Beweis erfolgt durch die Korrektheit des folgenden Algorithmus

(DLPPMMG’) max )_ y,
veV
Yutyy Sce Ve:=uvekE

Fiir y € RV und e = uv sei:

Ce = Ee()’) = Ce— ()’u +YV)

y zulidssig fiir (DLPPMMG’) < ¢, =20 Ve € E
Fiir zuléssiges y:
E_ =E_(y) = {e € E|¢, = 0} ,,Gleichheitskanten bzgl. y"

Komplementirer Schlupf:
(KS) x>0=¢=0 (Ve€ckE)
x Inzidenzvektor eines perf. Matchings.
(KS)y &M CE_

Fiir ein zulidssiges y bestimme E— und benutze auf diesen den Bliiten-Schrumpf Algorith-
mus. Resultat: perfektes Matching: Optimallosung oder:

Matching M in G— und M-alternierender Baum 7 mit Gleichheitskanten zwischen B(T)
und A(T).
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Beispiel:

Die grauen Kanten sind die Kanten des Baumes und die grauen Zahlen sind die jeweiligen

reduzierten Kosten.

3 perf. Matching, aber kein perf. Matching in G—

Verindere y
(M und T sollen in E— bleiben, ¢, soll kleiner werden fiir Kanten mit einem Knoten
€ B(T) und dem anderen ¢ B(T))

Erhohe y, <y, +¢€ Vv € B(T)

Erniedrige y, < y, —€ Yv € A(T)

Wihle € > 0 maximal unter:

Yut+Yy é Cyy (Euv 2 0)

Ergebnis: neue Kante, mit einem Knoten € B(T'), der andere ¢ A(T) in E—.
G ist bipartit = v ¢ V(T ) — Augmentierung/Baumerweiterung moglich. Im Beispiel € =

1 aufgrund der Kante fg.

Diesmal haben wir zwei Moglichkeiten zu Augmentieren, entweder hc oder fc, je nach-

dem welche wir wihlen ergeben sich zwei verschiedene Matchings minimalen Gewichts.
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Minimum Kosten perf. Matching Algorithmus fiir bipartite Graphen

(auch bekannt unter dem Namen ,,Ungarische Methode* [Kuhn 1955])
Eingabe: Graph G
Sei y zulissig fiir (DLPPMMG'), M ein Matching in G_;
if M ist perfekt then
STOP ,,Matching M perfekt mit minimum Kosten*;
end if
T — ({r},o) wobei r M-exponiert ist;
loop
while (Gvw € E_ mitv e B(T),w ¢ V(T)) do
if (w ist M-exponiert) then
Benutze vw zur M-Augmentierung;
if(@M -exponierter Knoten in G) then
STOP ,,Matching M perfekt mit minimum Kosten*;
else
T — ({r}, o) wobei r M-exponiert ist;
end if
else
Benutze vw zur Baumerweiterung;
end if
end while
if (VYvw € E mitv € B(T) gilt w € A(T)) then
STOP ,,G hat kein perfektes Matching*;
else
€ — min{¢,,|veB(T),wg V(T)};
forall (v e B(T)) y, <y +¢;
forall (v € A(T)) yy <y —&;
end if
end loop

Laufzeit:

Schlimmstenfalls eine Dualdnderung pro Baumerweiterung, d.h. 0(n2) Dualédnderungen
mit jeweils O(m) Arbeit, insgesamt O(n?m) Zeit. Kann verbessert werden zu O(nS(n,m))
Zeit.

Erstes zuldssiges y kann in Zeit O(n?) gefunden werden: Sei (V;, V) Bipartition von
G.

forall (v € Vi) y, < min{cy,|w € V2 }

forall (w € V) y,, < min{c,, —y|v € Vi }
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Dann gilt ¢,,, = ¢y, — Yy — yw =— 0 nach Konstruktion.

Allgemeiner Fall (nicht bipartit)

Im allgemeinen Fall gilt Satz 5.12 nicht, z.B.:

1
Wert: Zcexe = 5(1+2+3+4+5+6) =10,5
eckE

Aber: 4 Minimum perf. Matching mit Kosten 14:

@ ®
@@ s
® ®

Entwicklung einer besseren Schranke (Edmonds[1965])
Schnitt D = §(S) ungerade, falls IS| ungerade.

° Element D @

In jedem perf. Matching M existiert eine Kante aus 8(S)
x Inzidenzvektor eines perf. Matchings in G.
= (V ungerade Schnitte D in G) x(D) = 1

Hinzufiigen von x(D) = 1 ergibt bessere Schranke. Im Beispiel wihlen wir D = {ab,df,gh}
ergibt Optimalwert 14.

% = Menge aller ungeraden Schnitte, die nicht der Form d(v) fiir v € V' sind.

(LPPMMG) ~ min )’ c.x,

eck
x(d(v)) = 1 VYveV
x(D) =2 1 VDe¥
x = 0 VecE

Damit erhalten wir nicht nur eine bessere untere Schranke, sondern:

Satz 5.13 Matching Polytop Theorem von Edmonds [1965]
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Sei G = (V,E) ein Graph und ¢ € RE. Dann hat G ein perf. Matching genau dann, wenn
(LPPMMG) eine zuldssige Losung hat. Hat G ein perf. Matching, so ist das minimum
Gewicht eines perf. Matchings in G gleich dem optimalen ZF-Wert von (LPPMMG) (vgl.
Birkoff fiir bipartiten Fall)

Beweis: Korrektheit durch folgenden Algorithmus. g.e.d.

(DLPPMMG) max Y y,+ Y, ¥p
vev De%

Y+ yw+ Z Yp
eeDe?

Yp z 0 VDe®

[IA

ce Ve=vwEeE

Fiir (y,Y)und e € E:

Ce = Ee(%Y) =Ce—Yv—Yw— Z Yp

ecDe¥
. Yp >0VvVDe¥
,Y') zuldssig fir (DLPPMMG) < _
(»Y) g fiir ( ) {Ee;oveeE
Komplementirer Schlupf:
(KS) x.>0 = Ce=0 (Ve €E)

Yp>0 =x(D)=1 (VDe¥)
x Inzidenzvektor eines perf. Matchings:

eeM = Ce=0 (Ve€E)

(KS) =
Yp>0 = |MND|=1 (VDe%)

G’ abgeleitet von G

= Jeder ungerade Schnitt in G’ ist eine ungerader Schnitt in G. D.h. jeder Schnitt der Form
d¢(v) korrespondiert zu einem ungeraden Schnitt in G. Nur solche erhalten positive Y.

D.h. Variablen y, reichen, hier y, = 0

Vorgehen analog zum bipartiten Fall.
y Anderung: € wie gehabt plus:

1
e Eée fiir ey, mit v,w € B(T)

Bei einer Gleichheitskante sind beide Endknoten € B(T)
Also Schrumpfe Bliite:
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Fiir alle yw mitv € V(C) und w € V(C): cl,,, < Cyw — Wy
Dies erhilt die reduzierten Kosten auf allen iibrig gebliebenen Kanten. (G,c) — (G',c’)

ist ,,abgeleitetes Paar®.

Benutze vw zum Schrumpfen und adaptiere M’ und 7' (Neu)
Eingaben:

¢ Matching M’ von G’

e M’-alternierenden Baum T

* vwe E(G) mitv,w e B(T)

Sei C der Kreis gebildet aus vw und dem (v,w)-Weg in T
G — G xC;
M —M'\ E(C);
forall (st € E(G') mits € V(C),t €V (C)) cly «— ¢y — ys;
yc = 0;

Beispiel:
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wobel ein perfektes Matching in der unteren Zeichnung einem perfekten Matching in der

oberen Zeichnung entspricht.

Lemma 5.14 (G,c) — (G', ') durch Schrumpfen eines ungeraden Kreises C aus Gleich-
heitskanten bzgl. dual zuldssiger Losung.

M'-perfektes Matching in G':

(y/,Y’) zulissig fiir (DLPPMMG) fiir (G',c’)

(M, (y',Y")) erfiille (KS und y.. = 0)

M ist perf. Matching in G durch Erweiterung mit Kanten aus E(C)
Definiere (y,Y):

* Schon definiert fiir v ¢ V(C)

sy, =y, firveV\V(C)
Y/, fallsY}, >0

e Yp=4 yp fallsD=38x(C) pfurDe¥
0  sonst

dann ist (y,Y) zulissig fiir (DLPPMMG) fiir (G, ¢) und (M, (y,Y)) erfiillen die KS-Bedingungen.
g.e.d.

Dualvariablenéinderung

Wie im bipartiten Fall:
plus € < jc, fiir Kanten mit beiden Endknoten in B(T')
plus € <, fiir Pseudoknoten in A(T)

Beispiel:

(bei Dieser Zeichnung bin ich mir nicht sicher ob ich alles abgemalt habe...)

bf wird Gleichheitskante, danach Bliitenschrumpfen.

Andere y
Eingaben:

* abgeleitetes Paar (G, ¢’)
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* zuldssige Losung y fiir (DLPPMMK) fiir (G, ¢')

e Matching M’ von G’ aus Gleichheitskanten
€ < min{C,le=w e E(G),veB(T),wgV(T)};
& — min{%|e=ww e E(G'), ve B(T), we B(T)};
€3 < min{y,|v € A(T), v Pseudoknoten in G'};
€ «— min{£1,£2,£3};
forall (v € B(T)) y, <y, +€;
forall (v € A(T)) y, < y» —€;

Expandiere ungerade Pseudoknoten

o L

Dies ist nicht von der Form D = §¢/(v), also nur ,.erlaubt wenn y. = 0. Wir miissen ex-

on

pandieren wenn €3 ,,greift’". Dann entsteht keine neue Gleichheitskante zum Schrumpfen,

Augmentieren, oder Erweitern.

Wir sind dabei, einen Baum 7 aufzubauen, deshalb auBer adaptieren von M’ und ¢’ auch
Adaptieren von 7.

Beispiel:

neues Matching
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Expandiere Pseudoknoten v und adaptiere M’, T, ¢’
Eingaben:

» Matching M’ aus Gleichheitskanten in abgeleitetem Graphen G’/
e M’-alternierender Baum T aus Gleichheitskanten

 Pseudoknoten v in G’ mity, =0

Ersetze G’ und T durch Expandierung von C;

(Neuer Baum 7" hat Kantenmenge E(T') \ E(P).)
Ersetze M’ durch expandiertes Matching;

forall (st € E(G') mits € V(C),t €V (C)) ¢}y « ¢y +ys;

Lemma 5.15 Nach Anwendung des Expansions Unterprogramms ist M’ ein Matching in

E_ und T ein M'-alternierender Baum aus Gleichheitskanten. g.e.d.

Bliiten-Schrumpf Algorithmus fiir perfektes Matching mit minimum Kosten
Eingabe: Graph G:
Sei y zulissig fiir (DLPPMMG), M’ ein Matching in G—, G' = G;
if (M’ ist perfekt) then
STOP ,.Matching M’ perfekt mit minimum Kosten*;
end if
T «— ({r},2) wobei r M’-exponiert in G’ ist;
loop
case 3wvw € E_(G'), ve B(T), w ¢ V(T) M’-exponiert)
Benutze vw zur M’-Augmentierung;
if (A M’-exponierter Knoten in G’) then
Erweitere M’ zu perfektem Matching M in G;
STOP ,,Matching M perfekt mit minimum Kosten*;
else
T «— ({r},2) wobei r M’-exponiert ist;
end if
case (Gvw € E_(G') mitv € B(T), w & V(T) M’ iiberdeckt)
Benutze vw zur Baumerweiterung;
case (Gvw € E_(G') mitv € B(T),w € B(T))
Benutze vw zum Schrumpfen und adaptiere M’, T, ¢’;
case (3 Pseudoknoten v € A(T) mit y, = 0)
Expandiere v und adaptiere M’, T ,¢’;
case (nichts von Obigem)
if (Vvw € E mitv € B(T) gilt w € A(T)) then
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STOP ,,G hat kein perfektes Matching*;
else
Andere y;
end if
end loop

Satz 5.16 Der obige Algorithmus terminiert nach O(n) Augmentierungen und O(n*) Bau-
merweiterungsschritten, O(n*) Expandierungsschritten und O(n*) Dualen Anderungs-

schritten.

Er berechnet ein perf. Matching mit minimum Gewicht oder stellt korrekt fest, dass G kein
perfektes Matching hat.

Beweis:
O(n) Augmentierungsschritte. klar.

Wir zeigen O(n) andere Schritte beim Aufbauen eines einzelnen Baums 7':

Nach jeder dualen Anderung folgt einer der anderen Schritte. Diese Zihlen wir:
Schrumpfen erzeugt einen neuen geraden ,,B“-Knoten in 7. Expandiert werden ungerade
Pseudoknoten (,,A-knoten®).

Wir betrachten:

Sa = ) 1SW)

v€A(T), vPseudokn.

Sp = ) 1SW)

veB(T), vPseudokn.

So = ) 1SW)

v¢V(T), vPseudokn.
S=8.—350
Expansion vermindert S
Schrumpfen und Baumerw. erhéhen $ nicht

= O(n) Expandierungen

Schrumpfen erhoht Sp. Die anderen Schritte erniedrigen Sp nicht.

= O(n) Schrumpfungen

Baumerweiterung erhoht |E(7)| um 2. Erniedrigung von |E(T)| durch Schrumpfen ist
insgesamt hochstens n. Expandierung erniedrigt |E(T)| nicht.

= O(n) Baumerweiterungen.

Terminierung ,,G hat kein perfektes Matching*: Korrektheit, Beweis wie im ungerichteten
Fall.

Terminierung mit perfektem Matching. Korrekt nach Lemma 5.14 qg.e.d.
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Im Beweis von Satz 5.13 (Edmonds) fehlt jetzt nur noch:

A perf. Matching < (LPPMMG) hat keine zul. Losung.

,,»<="Kklar

= man zeigt: 7} perfektes Matching = DLPPMMG ist unbeschriinkt. q.e.d.

Satz 5.17 (Gabow [1990])
Es gibt eine Implementierung des Bliitenschrumpf Algorithmus mit Laufzeit O(nm+n?logn).

Optimale Duallésungen von Matchingproblemen

Satz 5.18 Hat (DLPPMMG) eine Optimallosung, so auch eine verschachtelte, d.h. fiir
51,52 € S = {s CV|Y5(5) > 0} gilt entweder S\ NSy = & oder S1 C S, oder S, C .

Beweis: y, > 0 im Bliitenschrumpf Algorithmus nur fiir Pseudoknoten in Abgeleiteten

Graphen.

Dreiecksungleichung fiir die Gewichte

Cuv + Cow = Cuw VuvweV

Satz 5.19 Sei K, = (V,E) ein volistindiger Graph auf n Knoten, wobei n gerade. Sei
c € RE, ¢ > 0 und c etfiille die Dreiecksungleichung.

Startet der Bliitenschrumpfalgorithmus mit (y,Y ) = 0, so gilt fiir die duale Optimallésung

bei Terminierung y = 0.

Beweis: Wir zeigen, dass y wihrend der Ausfithrung des Bliitenschrumpf Algorithmus
nicht-negativ bleibt.

Yy < ¥y — € = vist ungerader ,,A*“-Knoten in 7'.

ELB(T)  ELA(T)  ELB(T)

~ //
-~ —_ — - g

richt EI. E(T)

Erweiterte Duallosung zu einer zulédssigen Duallgsung (y,Y) im Originalgraphen. Sei:

¢. = {De€¥|Yp>0undec D}
{De¥|Yp>0und f € D}
%, = {De¥|Yp>O0undgeD}

K
Il
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= €y = €.U%r wobei U die disjunkte Vereinigung ist.

g gilte < %Eg, also:

2¢e

A

Eg

Cuw_yu_yw_Y(ng)
Cuv“"cvw_yu_yw_y(%e) _Y<Cgf)
(Cuv_yu_Y(%ED +(va_yw_Y(<gf)>
CetYvtCr+yy

A

Coe=Cf=

0
= 2y,=> €=y, Y, bleibt nicht-negativ

Prima, jetzt konnen wir uns Zertifikate fiir die minimalen Matchings (Zeichnungen mit
den Kreisscheiben und Griben, Kapitel 1) ausstellen, indem wir die dualen Bedingungen
dafiir verwenden.

Mit dem Algorithmus rechnen wir nun die Radien der Kreisscheiben aus. Ungerade Schnit-
te entsprechen ungeraden Knotenmengen. Griben entstehen um ungerade Knotenmengen.
y und Y im Bliitenschrumpfalgorithmus entsprechen also genau den Kreisscheiben (y)
bzw. Griben (Y). Dies gilt aber nur fiir euklidische Distanzen, bei der Max-Metrik wéren

es z.B. Quadrate.
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